
 کرنش  یتئور

 مقدمه ۱-۱

مختلف    ی کردهایرو  زی اجسام صلب و ن   یی و جابجا  ریشکل اجسام انعطاف پذ رییحاکم بر تغ  ی تئور  ، فصل  ن یا  در

ا رو  نه یزم  نیدر  فضا  ی ماد  کرد یمانند  جامعشود یم  ان یب  یی و  بحث  علاوه  به  گراد  ی .  بردار    ان یدرخصوص 

نرمال و    رنش ک  فیتعر  یاضیر  یمبانسپس    شد.  ذکر خواهد   یجهت المان خط  ر ییطول و تغ   رییتغ  یی،جابجا

  ر ینامتغ  ی،و جهت اصل  ی مفهوم کرنش اصل  ،سپس تانسور کرنش  ،مباحث  نیپس از ا  .شودیم   حیتشر  یبرش 

کرنش و دوران    یشکل همگن اجسام و سپس تئور ریی حالت خاص تغ  .شوند یم  یبررس   ی کرنش و کرنش حجم

  یوستگ یمعادله پ  یادشکل م   تاًینها  . قرار خواهند گرفت  ی مورد بررس   ز یکرنش ن  ی سازگار  ط یکوچک و شرا

 مند حل شده ارائه شده است.مسئله مهم و هدف ی تعداد  زیفصل ن ان یاستخراج خواهد شد. در پا

   وستهی پ ریپذ جسم انعطاف ۲-۱

نقاط    ان یفاصله م  ،حالت  ن یدر ا  . شوند یصورت صلب در نظر گرفته معموماً به  ، کیکلاس   ک یاجسام در مکان

برخوردار است؛    یاز موارد از دقت کاف  یاریفرض صلب بودن در بس  .ماند ی م  یاعمال بار ثابت باق  نیجسم در ح

کاملاً    یهافرض صلب بودن به پاسخ  ،رو یتحت اعمال ن  الیس مانند رفتار    یمهندس   لیمسا  ی حال آن که در برخ

  یدارا  شیب ایکم  ، مواد ی با رفتار کاملاً صلب وجود ندارد و تمام یجسم ،عتیاشتباه منجر خواهد شد. در طب

 . گرفت مورد بحث قرار خواهد   ،اجسام یریپذ رفتار انعطاف ،فصل  ن یدر ا باشند یم یریپذ انعطاف تیخاص

 ی وستگیپ

ها  مولکول ی روابط حرکت مربوط به تمام د یبا  ی، مولکول  کرد یبا رو  ریپذ انعطاف  جسم  ک یحرکت    ف یتوص یبرا

فوق    کردیرو  ،در مورد جامدات  .است  افته یرفتار گازها توسعه    یسازصوص مدلخدر  کرد یرو  نیا  . استخراج گردد

نبوده    ی فصل مطالعه حرکت مولکول  نیا  ی. هدف اصلباشد یم  ک یزیو ف  کیدر نانومکان  یدر مرحله توسعه دانش

مد    ،نقاط مختلف نسبت به زمان  یکرنش و دما   ،تنش  ،سرعت،  شتاب  تعیینمانند    ،جسم  یو صرفاً رفتار کل

  ی از نقطه ماد  یگ یبوده و هر همسا  R  هی که جسم محصور به ناح  شود یمنظور فرض م  نینظر خواهد بود. بد 

P  هیدر ناح  R  ف یتعر ی  برا   زماناز ماده در فضا و    یوجود مقدار کاف  ،متراکم باشد. منظور از متراکم بودن  

 است. ره یو غ یجنبش یانرژ  ،دما ی، چگال میمفاه

خواهد شد. با اعمال بار بر   یمتراکم بررس   ینواح  ینقاط ماد   انیدر فواصل م  رییتغ   ای  رشکلیینحوه تغ  ادامه  در

  ه یپا  میمفاه  ی برخ  ادامه  . درشد   خواهد   ل یتبد   افتهیریی به حالت تغ  هیآن از حالت پا  یکربند یجسم، پ  یرو

 . شوند یم حیتشر

 



 جسم صلب  ییابجاج ۱-3

نقاط ابتدا و انتها   نیب حرکت ذره  ریحالت مس  نیدر ا  . شودیم  ن ییآن تع  یذره با مکان ابتدا و انتها  ییجابجا

  Pذره از    ییبردار جابجا  𝑞2و    Pبه    Oذره از    ییو بردار جابجا  𝑞۱،  (۱-۱در شکل )   ، عنوان مثالبه  . ستیمهم ن

𝑞 به صورت ییجابجا ند یبردار برآ جه یاست. در نت Qبه  = 𝑞۱ + 𝑞2  .خواهد بود 

 

 ( ۱-۱شکل )

انتقال مفهوم  جابجا  ،سه  و  تئور   یا صفحه  ییدوران  اهم  ر ییتغ  یدر  از  انتقال    .برخوردارند   ییبالا  تیشکل 

انتقال با توجه    .باشند ی جهت مذرات جسم برابر و هم ییجابجا  ی بردارها  ی آن تمام یاست که در ط  ی ند یفرآ

  ک ی. دوران  شودیجسم صلب شناخته م  یی جابجا  از انواع   ی کیبه عنوان    ، ذرات  ان یبه ثابت ماندن فواصل م

  ی رویدا  یهابه صورت کمان  ،ذرات  یکه حرکت تمام  شودیاطلاق م   ی به حالت  𝜃به اندازه    xجسم حول محور  

که در آن   است  یند یفرآ ز ین ی اصفحه ییو حرکت در صفحه عمود بر آن باشد. جابجا xبا مرکز واقع بر محور 

 .باشند یصفحه خاص م ک ی یمواز  ییجابجا یبردارها  یتمام

 یی و فضا  یماد کردی با رو ری پذشکل جسم انعطاف رییتغ ۴-۱

شکل    ر ییدچار تغ  ی ماد  ه یناح،    tپس از گذشت زمان    .د یریرا در نظر بگ   Rمحصور به مرز    و   جسم بسته   کی

نقطه    گرید  یگ یهمسا  کی، به  Pاطراف نقطه    یگ یهمسا  کی  ر،یی تغ  نیخواهد شد. در ح  لیتبد   ℛشده و به  

𝒫 ( 2-۱مطابق شکل ) .نگاشته خواهد شد 

 

 ( 2-۱شکل )



  ان یب  ی دس یالخط اقلیمنحنکمک دو دستگاه  به     ℛ به   R  شکل جسم   ر ییتغ  وستهیپ  ط یمح  کیمکان  ی تئور   در

,𝑥۱که دستگاه )  بیترت  نیبد   .شودیم 𝑥2, 𝑥3  )ای  (x,y,zبرا )  یR  دستگاه )  و𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3  )ای   (𝜉, 𝜂, 𝜁  )ی برا   

ℛ دو دستگاه شودیدر نظر گرفته م .A  وB  نشان داده شده است. ( 3-۱شکل ) در 

 

 ( 3-۱شکل )

  ℛ  افتهیرییتغ  ای  یینها  ی کربند یشکل ماده در نظر گرفته شود، پ  رییبه عنوان حالت بدون تغ  Rکه    یدر صورت 

 خواهد شد. ان یب ری به شکل ز

𝜉۱ = 𝜉۱(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3; 𝑡)       𝜉2 = 𝜉2(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3; 𝑡)      𝜉3 = 𝜉3(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3; 𝑡) 

 ی سیدر شکل اند   ای و

𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3; 𝑡)           𝑖 = ۱,2,3 

,𝜉۱که )   میکن ی فرض م  .است  tمکان ذره در لحظه    گر انیروابط ب   نیا 𝜉2, 𝜉3 از   ریپذ و مشتق  وسته یپ  ی( توابع  

(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3)   شکل است. به عبارت   ریی تغ  نیدر ح  شیو جدا  ی عدم پارگ  ،فرض  نیا  یکیزی مفهوم ف  .باشند

روابط    ی برا  کتایحل    کی  جه یدارد. در نت  وجود  ℛو    R  ی نقاط محصور در نواح  انیم  ک یبه    ک ی  یتناظر   گرید

 . د یآیبه دست م ر یبه صورت ز( ۱-2)

𝑥۱ = 𝑥۱(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3; 𝑡)       𝑥2 = 𝑥2(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3; 𝑡)       𝑥3 = 𝑥3(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3; 𝑡) 

 یا در شکل اندیسی 

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3; 𝑡)      𝑖 = ۱,2,3 

,𝑥۱)   ی رهایهر کدام از دسته متغ  م یتوانی حالت م  ن یا  در 𝑥2, 𝑥3( یا )𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3 مستقل    ری عنوان متغ  ( را به

,𝑥۱)   به عنوان مثال با انتخاب   . میریدر نظر بگ  𝑥2, 𝑥3  ذره در    کیخود را به حرکت    مطالعه   مستقل   صورت ( به

  ی رهایاگر متغ  گری. از طرف دشودیگفته م  ینژگرالا  ای  یماد   کردیرو،  کرد یرو  ن یبه ا  . میکنی فضا معطوف م



(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3بخش از فضا    ک یمعادل آن است که نگاه خود را بر    ،می نیمستقل برگز  یرها ی( را به عنوان متغ

  ا ی  یی فضا  کرد یبا نام رو  کردیرو  نی. اباشد یه متمرکز م یبر ذرات گذرنده از آن ناح  ، و مطالعه  م یاثابت کرده

 . شودیم  شناخته ی ریلوا

  یلر یاو کرد یرو .استفاده کرد ییو فضا  یماد  کردیاز هر کدام از دو رو توان یم تی کم  کی فی و توص  یبررس  در

از    . رودی بزرگ مانند انفجار به کار م  یهاییبا جابجا  ییهالیتحل  ز یو ن  الاتیس   کینام یمعمولاً در مطالعه د

  یشتر یب  ی از سادگ  ،یو مباحث انرژ   تجامدا  کیمتداول مکان  یها لیدر تحل  یماد  کرد یاستفاده از رو  گریطرف د

گفته شده    کردیدو رو  ان یم  ی اتفاوت قابل ملاحظه  ، کوچک  یهاشکل  ر ییدر صورت وجود تغ  .برخوردار است

 . مییرا از معادلات حذف نما  t  ر یمتغ  م یتوانیلحظه خاص از زمان م  ک یوجود ندارد. با توجه به مطالعه جسم در  

 : میدار جه ی نت در

𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3) 

 ز ین و

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3) 

منطبق باشند.    گریکد ی گفته شده بر    ی دس یالخط اقلیکه دو دستگاه منحن  م یکنی فرض م   شتر یب  ی سادگ  یبرا

  یها شکل مؤلفه  نی قرار دارند. با توجه به ا  Fدر دستگاه    ℛو     Rهیدو ناح(  ۴-۱مطابق شکل )  بیترت   نیبد 

,𝑢۱)   ای Pره ذ  ییبردار جابجا 𝑢2, 𝑢3) ند یآی دست م  به ری به صورت ز. 

𝑢۱ = 𝜉۱ − 𝑥۱          𝑢2 = 𝜉2 − 𝑥2       𝑢3 = 𝜉3 − 𝑥3 

 

 ( ۴-۱شکل )

 در شکل برداری، به صورت زیر خواهد بود.  Pجابجایی ذره 

𝑞 = 𝑖𝑢𝑖 + 𝑗𝑢2 + 𝑘𝑢3 



,𝑖)   نآ  در  که 𝑗, 𝑘)  یواحد در جهت محورها یبردارها   (𝑋۱, 𝑋2, 𝑋3  )و  (  ۵-۱از روابط )  استفادهبا    .باشند یم

 . نوشت( 𝑥𝑖( و مادی ) 𝜉𝑖)  یی ذره را به هر کدام از دو صورت فضا یی بردار جابجا توان ی م( ۱-۶)

 جسم  وستهیشکل پ   رییدر تغ  تیمحدود ۵-۱

-۱و ) (  ۵-۱) روابط  در پاسخ  یوستگ یبودن و پ کتای  ی برا ی که شرط لازم و کاف شود یتوابع اثبات م ی در تئور

 است. R ه یدر ناح ریز  نانیصفر بودن دترم ر ی، غ(۶

𝐽 =

|

|

𝜕𝜉۱

𝜕𝑥۱

𝜕𝜉۱

𝜕𝑥2

𝜕𝜉۱

𝜕𝑥3
𝜕𝜉2

𝜕𝑥۱

𝜕𝜉2

𝜕𝑥2

𝜕𝜉2

𝜕𝑥3
𝜕𝜉3

𝜕𝑥۱

𝜕𝜉3

𝜕𝑥2

𝜕𝜉3

𝜕𝑥3

|

|

= |

𝜉۱,۱ 𝜉۱,2 𝜉۱,3

𝜉2,۱ 𝜉2,2 𝜉2,3

𝜉3,۱ 𝜉3,2 𝜉3,3

| =
𝜕(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3)

𝜕(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3)
≠ 0 

,𝜉۱)  توابع  ن یژاکوب ایفانکشنال   نان یدترم Jرابطه  ن یدر ا که  𝜉2, 𝜉3)  گفته شده  ت ی. علاوه بر محدودباشد یم ،  

با   .د یریذره ثابت را در نظر بگ  ک ی ت یمحدود ن یبه ا دن یرس  ی برا . وجود دارد J ی بر رو زی ن یگر ید ت یمحدود

𝑥𝑖ذره در فضا    نیتوجه به ثابت بودن ا = 𝜉𝑖.  وسته یپ  لیبه دل  وه به علا   .برابر واحد است  ییجابجا  ن یا  نیژاکوب  

 رایمثبت باشد. ز  د یبا  نیژاکوب  جهی از زمان است. در نت  وسته یپ  یتابع  زین  نیژاکوب  ،شکل  ر ییبودن حرکت و تغ

 است. ( ۹-۱مسئله ناقض رابطه )  نیاز مقدار صفر گذر کند که ا د یبودن حتماً با ی در صورت منف

 ه یقض

  ن یژاکوب  ،یسیآن است. در شکل اند   نیمثبت بودن ژاکوب  ،وستهیشکل پ  رییتغ  کیوجود    یبرا  یلازم و کاف   شرط

 . شودیم  فی تعر ر یبه صورت ز

𝐽 = det (𝛿𝛼𝛽 +
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
) ;        𝛼, 𝛽 = ۱,2,3 

= det(𝛿𝛼𝛽 + 𝑢𝛼,𝛽) > 0 

 ، دلتای کرونکر با تعریف زیر است.  𝛿𝛼𝛽که در آن  

𝛿𝛼𝛽 = {
۱       𝛼 = 𝛽
0       𝛼 ≠ 𝛽

 

,𝑢۱مانند )   ییجابجا  دانیم   کی که    ی در صورت 𝑢2, 𝑢3شکل    رییتغ  ،دانیم  نیمثبت باشد، به ا  ن یژاکوب  ی ( دارا

𝑢۱به صورت   ییجابجا  دانیم  ک یبه عنوان مثال    .ند یو قابل قبول گو  حیصح = −2𝑥۱  ،𝑢2 = 𝑢3و    0 =

 است.  -۱آن برابر  نیژاکوب  رایباشد. زینم ریپذ جسم انعطاف ک یقابل اعمال به  0



 و قابل قبول ح یصح   ییجابجا دانیم ۱-۱ مثال

 . د یریرا در نظر بگ   ریبه صورت ز یی جابجا دانیم کی

𝑢۱      )الف( = 𝑥۱ − 2𝑥2         𝑢2 = 3𝑥۱ + 2𝑥2       𝑢3 = ۵𝑥3                                      

 : میدار جه ی مثبت باشد. در نت  نیژاکوب د یبا ،ییو قابل قبول بودن جابجا ح یصح یبرا

𝜕𝑢۱

𝜕𝑥۱
= ۱              

𝜕𝑢2

𝜕𝑥۱
= 3        

𝜕𝑢3

𝜕𝑥۱
= 0 

𝜕𝑢۱

𝜕𝑥2
= −2          

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
= 2        

𝜕𝑢3

𝜕𝑥2
=  (ب)                                                                 0

𝜕𝑢۱

𝜕𝑥3
= 0             

𝜕𝑢2

𝜕𝑥3
= 0        

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
= ۵ 

 محاسبه خواهد شد.   Jبدین ترتیب 

𝐽 = |
2 −2 0
3 3 0
0 0 ۶

| = 72 >  (ج )                                                                             0

 

 ییبردار جابجا انیرادگ ۱-6

  ی کیز یشکل اجسام برخوردارند. از نظر ف  رییتغ  فیدر توص   ییبالا  اریبس  تیاز اهم  نیژاکوب  نانیدترم   یهامؤلفه

  و   q  ییبردار جابجا  فی . با توجه به تعرباشند یم  xو نسبت به  q   یی بردار جابجا  انیگراد  گر انیها بمؤلفه  نیا

 : میدار  انیگراد راتورپا

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑞 = (∇, 𝑞) = 𝑖
𝜕𝑞

𝜕𝑥۱
+ 𝑗

𝜕𝑞

𝜕𝑥2
+ 𝑘

𝜕𝑞

𝜕𝑥3
 

)   که ,∇در آن  𝑞نماد د تعر  یگر ی(  با جا  qبردار    ان یگراد  فیاز  مؤلفه  q  بردار  یگذاریاست.    ی هابرحسب 

 :داشت م یخواه( ۱2-۱و بسط رابطه ) ییجابجا

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑞 = 𝑖𝑖
𝜕𝑢۱

𝜕𝑥۱
+ 𝑖𝑗

𝜕𝑢2

𝜕𝑥۱
+ 𝑖𝑘

𝜕𝑢3

𝜕𝑥۱
 

+𝑗𝑖
𝜕𝑢۱

𝜕𝑥2
+ 𝑗𝑗

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+ 𝑗𝑘

𝜕𝑢3

𝜕𝑥2
 

+𝑘𝑖
𝜕𝑢۱

𝜕𝑥3
+ 𝑘𝑗

𝜕𝑢2

𝜕𝑥3
+ 𝑘𝑘

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
 



 . نمود ان یب ریرا به صورت ز q  انیگراد توانیم  یسیشکل ماتر در

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑢۱

𝜕𝑥۱

𝜕𝑢2

𝜕𝑥۱

𝜕𝑢3

𝜕𝑥۱
𝜕𝑢۱

𝜕𝑥2

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2

𝜕𝑢3

𝜕𝑥2
𝜕𝑢۱

𝜕𝑥3

𝜕𝑢2

𝜕𝑥3

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3]
 
 
 
 
 
 

= [

𝑢۱,۱ 𝑢2,۱ 𝑢3,۱
𝑢۱,2 𝑢2,2 𝑢3,2
𝑢۱,3 𝑢2,3 𝑢3,3

] 

را به صورت حاصل    qبردار    انیگراد  توان یم   بیترت  نیبه ا  .شودیتانسور مرتبه دو گفته م  ی تیکم  ن یچن  به

 : میتر داربه عبارت روشن .جمع دو تانسور متقارن و نامتقارن مرتبه دوم نوشت

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑞 = [

𝑒۱۱ 𝑒۱2 𝑒۱3
𝑒2۱ 𝑒22 𝑒23
𝑒3۱ 𝑒32 𝑒33

] + [

0 𝜔۱2 𝜔۱3
𝜔2۱ 0 𝜔23
𝜔3۱ 𝜔32 0

] 

 که در آن: 

2𝑒𝛽𝛼 = 2𝑒𝛼𝛽 = 𝑢𝛼,𝛽 + 𝑢𝛽,𝛼 

2𝜔𝛼𝛽 = 𝑢𝛽,𝛼 − 𝑢𝛼,𝛽 = −2𝜔𝛽𝛼 

( تانسورها  نیا  انگریب(  ۱۶-۱رابطه  بودن  معلوم  که در صورت  است  بردار    انیگراد،  𝜔𝑖𝑗 و   𝑒𝑖𝑗  یموضوع 

 . نوشت زی ن ریتوان به شکل زیرا م ( ۱۵-۱معلوم خواهد بود. رابطه ) ییجابجا

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑞 = 𝐷 + Ω 

شکل  ر یی. در صورت فرض تغباشد یجمله دوم آن م  Ωو  (  ۱۵۱جمله اول در سمت راست رابطه )   Dدر آن    که 

دوران متوسط المان حجم خواهد    معرف  Ωنقطه از ماده و    ک یکرنش در    یهامؤلفه   انگر یب  D  ، کوچک  یاه

 بود. 

 یلمان خط ا طول  رییتغ ۷-۱

 𝑑𝓈/𝑑𝑠بزرگنمایی    بی کوچک و نحوه محاسبه ضر  ی طول المان خط  ر ییحاکم بر تغ  یروابط کل  ،بخش  نیدر ا

آن است. معمولاً    ه ی به طول اول  ی لمان خطا  افته یریینسبت طول تغ   گر ، انیب،  بیضر  نیاستخراج خواهند شد. ا

معادلات منجر    یسازی به خط  ،تهیسیالاستیسیته و پلاست  کیکلاس   یهایشکل کوچک در تئوررییفرض تغ

از    یخط ریاثرات غ  ،الاتیس   ی مدلساز  ایجدارنازک و    ی هارفتار سازه  یاز موارد مانند بررس   یاری. در بسشودیم

م  ییبالا  تیاهم بد باشند یبرخوردار  اول  ب یترت  نی.  وهله  عموم  ، در  به صورت  غ  یمعادلات    انیب  ی خطریو 

 خواهد شد.  یررس ها بآن یسازیروند خط   ،شوند و در ادامهیم



:𝑁  یر یگو با جهت  R  ه یدر ناح  dsبه طول    PA  یالمان خط (𝑁۱, 𝑁2, 𝑁3)   در نظر  (  ۱-۵شکل )مطابق

:𝒩 یریگجهت  و   𝑑𝓈به طول   𝒫𝒜المان به المان   نیا  ،شکلرییپس از تغ  .د یریبگ  (𝒩۱,𝒩2,𝒩3)   ل یتبد  

:𝑃  ایلمان  ا  ینقطه ابتدا  ، گریخواهد شد. به عبارت د (𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3)  نقطه   به  𝒫: (𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3)    یانتها  نقطه و  

:𝐴  ایالمان   (𝑥۱ + 𝑑𝑥۱, 𝑥2 + 𝑑𝑥2, 𝑥3 + 𝑑𝑥3)    نقطهبه  𝒜: (𝜉۱ + 𝑑𝜉۱, 𝜉2 + 𝑑𝜉2, 𝜉3 + 𝑑𝜉3)  

 . کرد خواهد  رییلمان تغاطول و جهت  یژگیهر دو و ،شکلریی تغ نیدرح ،یدر حالت کل  . شودیم نگاشته

 : را محاسبه کرد PAلمان اطول  ، ریبه صورت ز  توانیاستفاده از هندسه م با

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥۱
2 + 𝑑𝑥2

2 + 𝑑𝑥3
2 

 ی سیبه شکل اند  ای و

𝑑𝑠2 = 𝛿𝛼𝛽𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽 = 𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛼 ,     𝛼 = ۱,2,3 

 نوشت:  توانیم 𝒫𝒜  یآلمان خط  ی طور مشابه برا به

(𝑑𝓈)2 = (𝑑𝜉۱)
2 + (𝑑𝜉2)

2 + (𝑑𝜉3)
2 

= 𝛿𝛼𝛽𝑑𝜉𝛼𝑑𝜉𝛽 = 𝑑𝜉𝛽𝑑𝜉𝛽 ,     𝛽 = ۱,2,3 

,𝑢𝑖(𝑥۱  ییجابجا  یهابرحسب مؤلفه  ییبزرگنما  نییتع  یبرا 𝑥2, 𝑥3)    و(𝑑𝑥۱, 𝑑𝑥2, 𝑑𝑥3)  ،رابطه  ابتدا 𝑑𝜉𝑖  

 :داشت م یخواه 𝑑𝜉𝑖  کاملهای نسیلفرایبا توجه به د ب یترت نیخواهد شد. بد بیان  𝑑𝑥𝑖و   𝑢𝑖 رحسبب

𝑑𝜉۱ = 𝑑𝜉۱,۱𝑑𝑥۱ + 𝑑𝜉۱,2𝑑𝑥2 + 𝑑𝜉۱,3𝑑𝑥3 

𝑑𝜉2 = 𝑑𝜉2,۱𝑑𝑥۱ + 𝑑𝜉2,2𝑑𝑥2 + 𝑑𝜉2,3𝑑𝑥3 

𝑑𝜉3 = 𝑑𝜉3,۱𝑑𝑥۱ + 𝑑𝜉3,2𝑑𝑥2 + 𝑑𝜉3,3𝑑𝑥3 

 یا 

𝑑𝜉𝛼 =
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝛽
𝑑𝑥𝛽 = 𝜉𝛼,𝛽𝑑𝑥𝛽 



 

 ( ۵-۱شکل )

 با استفاده از شکل نمادین خواهیم داشت: 

𝑑𝒫 = (𝑑𝑃. ∇)𝒫 = 𝑑𝑃. ∇𝒫 

 که در آن 

𝑃 = 𝑖۱𝑥۱ + 𝑖2𝑥2 + 𝑖3𝑥3 

𝒫 = 𝑖۱𝜉۱ + 𝑖2𝜉2 + 𝑖3𝜉3 

∇= 𝑖۱
𝜕

𝜕𝑥۱
+ 𝑖2

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝑖3

𝜕

𝜕𝑥3
 

 خواهیم داشت: جه ی نت در

dP. ∇= 𝑑𝑥۱
𝜕

𝜕𝑥۱
+ 𝑑𝑥2

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝑑𝑥3

𝜕

𝜕𝑥3
 

 و در نهایت

(dP. ∇)𝒫 = 𝑖۱ (
𝜕𝜉۱

𝜕𝑥۱
𝑑𝑥۱ +

𝜕𝜉۱

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 +

𝜕𝜉۱

𝜕𝑥3
𝑑𝑥3) 



+𝑖2 (
𝜕𝜉2

𝜕𝑥۱
𝑑𝑥۱ +

𝜕𝜉2

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 +

𝜕𝜉2

𝜕𝑥3
𝑑𝑥3) 

+𝑖3 (
𝜕𝜉3

𝜕𝑥۱
𝑑𝑥۱ +

𝜕𝜉3

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 +

𝜕𝜉3

𝜕𝑥3
𝑑𝑥3) 

𝑑𝒫 با توجه بهدر نتیجه   = 𝑖۱𝑑𝜉۱ + 𝑖2𝑑𝜉2 + 𝑖3𝑑𝜉3  ( 22-۱( و ) 2۱-۱( معادل روابط ) 23-۱، رابطه  )

 خواهد شد. 

 کرد.   نییتع ز ین 𝑑𝜉𝛼را برحسب  𝑑𝑥𝛼توان  یم  گرید  یسو از

𝑑𝑃 = (𝑑𝒫. ∆)𝑃 = 𝑑𝒫. ∆𝑃 

 که در آن 

∆= 𝑖۱
𝜕

𝜕𝜉۱
+ 𝑖2

𝜕

𝜕𝜉2
+ 𝑖3

𝜕

𝜕𝜉3
 

  ف یدر توص  یی جابجا  لی فرانسینشان داد که د  توان یم   ی ارهی زنج  ی ری گلیفرانسی به قانون د  با توجه   ، نیابر    علاوه 

 اند از:عبارت بی ترتبه  یی فضا ف یو توص  یماد

𝑑𝑞 = (𝑑𝑃. ∇)𝑞 = 𝑑𝑃. ∇𝑞 

𝑑𝑞 = (𝑑𝒫. ∆)𝑞 = 𝑑𝒫. ∆𝑞 

 که در آن 

𝑞 = 𝑖۱𝑢۱ + 𝑖2𝑢2 + 𝑖3𝑢3 

 باشند. یم 𝜉𝑖و   𝑥𝑖از   یتوابع 𝑢𝑖،  بیبه ترت( 30-۱و )( 2۹-۱روابط ) در

و  (  2۱-۱معادلات )   زی و ن  ییو فضا  یمختصات ماد   یرهایو متغ   ییجابجا  یهامؤلفه  انیبا استفاده از روابط م 

 : داشت م یخواه( 22۱)

𝑑𝜉۱ = (۱ + 𝑢۱,۱)𝑑𝑥۱ + 𝑢۱,2𝑑𝑥2 + 𝑢۱,3𝑑𝑥3 

𝑑𝜉2 = 𝑢2,۱𝑑𝑥۱ + (۱ + 𝑢2,2)𝑑𝑥2 + 𝑢2,3𝑑𝑥3 

𝑑𝜉3 = 𝑢3,۱𝑑𝑥۱ + 𝑢3,2𝑑𝑥2 + (۱ + 𝑢3,3)𝑑𝑥3 

 یا

𝑑𝜉𝛼 = (𝛿𝛼𝛽 +
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
)𝑑𝑥𝛽 = (𝛿𝛼𝛽 + 𝑢𝛼,𝛽)𝑑𝑥𝛽 



-۱از روابط )  استفاده   با  جه ی شکل است. در نتریی تغ  نیدر ح  Pنقطه    ییبردار جابجا  ی هامؤلفه  𝑢𝛼  در آن  که 

 : شودیمحاصل  ر ی، رابطه ز(33-۱و )( ۱-20) ، (۱۹

۱
2
[𝑑𝓈2 − 𝑑𝓈2] = 𝜀۱۱𝑑𝑥۱

2 + 𝜀22𝑑𝑥2
2 + 𝜀33𝑑𝑥3

2 + 2𝜀۱2𝑑𝑥۱𝑑𝑥2 

+2𝜀۱3𝑑𝑥۱𝑑𝑥3 + 2𝜀23𝑑𝑥2𝑑𝑥3 = 𝜀𝛼𝛽𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽  

𝑑𝑥۱  بیکه در آن، ضرا
2  ،𝑑𝑥2

  ی تانسور  تی ذکر است که با توجه به ماه  انی. شاباشند یم  ریبه صورت ز  رهیو غ  2

𝜀𝑖𝑗 با   سهیدر مقاγ𝑖𝑗 ، از نماد 𝜀𝑖𝑗.استفاده شده است 

𝜀۱۱ = 𝑢۱,۱ +
۱
2
(𝑢۱,۱

2 + 𝑢2,۱
2 + 𝑢3,۱

2 ) 

𝜀22 = 𝑢2,2 +
۱
2
(𝑢۱,2

2 + 𝑢2,2
2 + 𝑢3,2

2 ) 

𝜀33 = 𝑢3,3 +
۱
2
(𝑢۱,3

2 + 𝑢2,3
2 + 𝑢3,3

2 ) 

2𝜀۱2 = 𝑢2,۱ + 𝑢۱,2 + 𝑢۱,۱𝑢۱,2 + 𝑢2,۱𝑢2,2 + 𝑢3,۱𝑢3,2 

2𝜀۱3 = 𝑢3,۱ + 𝑢۱,3 + 𝑢۱,۱𝑢۱,3 + 𝑢2,۱𝑢2,3 + 𝑢3,۱𝑢3,2 

2𝜀23 = 𝑢3,2 + 𝑢2,3 + 𝑢۱,2𝑢۱,3 + 𝑢2,2𝑢2,3 + 𝑢3,2𝑢3,3 

 یا به شکل اندیسی 

2𝜀𝛼𝛽 =
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
+

𝜕𝑢𝛽

𝜕𝑥𝛼
+

𝜕𝑢𝛾

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑢𝛾

𝜕𝑥𝛽
 

= 𝑢𝛼,𝛽 + 𝑢𝛽,𝛼 + 𝑢𝛾,𝛼𝑢𝛾,𝛽 = 2𝜀𝛽𝛼                 𝛼, 𝛽, 𝛾 = ۱,2,3 

𝜀𝛼𝛽  در آن  که  = 𝜀𝛽𝛼 = 𝜀𝛼𝛽(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3) . 

= 𝑒به صورت    PA  یططول المان خرییتغ  ایاتساع    نسبت  (𝑑𝓈 − 𝑑𝑠 )/𝑑𝑠   جه یدر نت  .شودیم  فیتعر  

توان در هر دو حالت  ی نسبت را م  نیا،  𝜉𝑖و    𝑥𝑖  ان یمحاسبه شود. با توجه به ارتباط م  𝑑𝓈/𝑑𝑠نسبت    ستیکاف

و در    𝑢𝛼که    شودی فرض م  ،ی ماد  ف یدر حالت توص  . نمود  انیب𝜉𝑖   یی و مختصات فضا   𝑥𝑖ی مختصات ماد 

 :  جهیدر نت .هستند   𝑥𝑖ی از مختصات ماد ی ، توابع𝜉𝛼  جه ینت

𝜉𝛼(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥𝛼 + 𝑢𝛼 

𝑢𝛼 = 𝑢𝛼(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3)             𝛼 = ۱,2,3 



𝑑𝓈2)  ن ییمورد استفاده در تع  بیمجموعه ضرا  یماد   ف یمعرف توص  ، (3۶-۱رابطه )  ن یترت  نیبد  − 𝑑𝑠2 )/2  

ی در نظر گرفته م 𝜉𝑖 ییفضا مختصات از ی به صورت توابع ،یی فضا ف یدر توص ییجابجا ی هاخواهد بود. مولفه

 :. سپسوند ش 

𝑥𝛼(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3) = 𝜉𝛼 − 𝑢𝛼 

𝑢𝛼 = 𝑢𝛼(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3)                      𝛼 = ۱,2,3 

 ن ییاستفاده در تع  مورد  بیمجموعه ضرا  یی فضا  فیتوص   توانیم  ،(3۶۱استخراج رابطه )   یمشابه روند قبل برا 

(𝑑𝓈2 − 𝑑𝑠2 )/2 به دست آورد را : 

2𝜀𝛼𝛽 = 𝑢𝛼,𝛽 + 𝑢𝛽,𝛼 − 𝑢𝛾,𝛼𝑢𝛾,𝛽 = 2𝜀𝛽𝛼 

𝑢𝛼،  رابطه  نیدر ا  که  = 𝑢𝛼(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3)    . مربع طول    بعد   ی دارا(  3۴-۱سمت چپ رابطه )  نکه یتوجه به ا  با

اسا  ییهاتیکم  𝜀𝛼𝛽. مشخصاً  باشد یم بر  به علاوه  بعد هستند.  ا  ،(۱-3۶)رابطه    س بدون  بودن    ن یمتقارن 

 تانسور قابل مشاهده است.

,𝑖۱ض ) به فر .نوشت نیز  ی گریبه شکل د  توانیرا م( 3۴-۱رابطه ) 𝑖2, 𝑖3) واحد در جهات   ی بردارها بیبه ترت

,𝑋۱)مثبت   𝑋2, 𝑋3)  بردار  فی باشند. با توجه به تعرN  یدر جهت المان خط PA داشت م یخواه : 

𝑁 = 𝑖۱𝑁۱ + 𝑖2𝑁2 + 𝑖3𝑁3 = 𝑁𝑖 

و    Nبردار    ییهم راستا. با توجه به  باشند یم  𝑋𝑖نسبت به دستگاه    Nبردار    یهاد   یهانوس یک𝑁𝑖 در آن    که

,𝑑𝑥۱) بردار  𝑑𝑥2, 𝑑𝑥3 نوشت:  توان ی( م 

𝑁۱ =
𝑑𝑥۱

𝑑𝑠
,       𝑁2 =

𝑑𝑥2

𝑑𝑠
,     𝑁3 =

𝑑𝑥3

𝑑𝑠
 

 : داشت میخواه( ۴۱-۱و استفاده از رابطه ) 𝑑𝑠2ر  ب( 3۴-۱رابطه )  م یبا تقس

۱
2
[(

𝑑𝓈

𝑑𝑠
)

2

− ۱] = 𝜀۱۱𝑁۱
2 + 𝜀22𝑁2

2 + 𝜀33𝑁3
2 

+2𝜀۱2𝑁۱𝑁2 + 2𝜀۱3𝑁۱𝑁3 + 2𝜀23𝑁2𝑁3 = 𝜀𝛼𝛽𝑁𝛼𝑁𝛽 

 توان رابطه بالا را به صورت زیر نیز بیان نمود.  می

𝑀𝐹𝐴 = 𝜀𝛼𝛽𝑁𝛼𝑁𝛽 

 لازم به یادآوری است که  

𝑀𝐹𝐴 =
۱
2
[(

𝑑𝓈

𝑑𝑠
)

2

− ۱] 



 شود. یشناخته م PAخط  ییبزرگنما  بیبا نام ضر،  𝑀𝐹𝐴  ،رابطه   نیا در

  ن ییدلخواه را تع  لاًامک  ی ریگبا مکان و جهت  یالمان خط  ک یطول    شینسبت افزا  ،یبالا به طور ضمن  ط ابرو

 کنند.ی م ف یتوصرا   شکل کل جسم رییحالت تغ ، (۱-3۶و ) (  ۴2-۱روابط ) ، جهینمودند. در نت

از جمله تقریب مرتبه    ی بیگونه تقرچیو ه  باشند یم  ق یدق  𝜀𝛼𝛽  یهامؤلفه(  3۶-۱مهم آن که در رابطه )   نکته

  لینسبت به تبد ،  𝜺𝛼𝛽و    𝜀𝛼𝛽نشان داد که    توانیم   نیدر محاسبات وارد نشده است. علاوه بر ا  ، اول و دوم

ونان  سن  –  نیتانسور کرنش گر  یهابا نام  بیترت  به  اذ باشند و لیم  ی تانسور  تیخاص  ی دارا  ، دستگاه مختصات

 .شوند یشناخته م  یو آلمانس

𝑑𝓈  ، از نوع حرکت جسم صلب  یی جابجا  کی در   = 𝑑𝑠  جه یبوده و در نت  𝜀𝛼𝛽 , 𝜺𝛼𝛽 =   یاست. از سو   0

𝑑𝓈  کهیدر صورت  ،گرید = 𝑑𝑠  جسم صلب    ییجایشکل از نوع جارییتغ  ، کرنش  ی هابا توجه به صفر بودن مؤلفه

به    توانند یم   ،اند استخراج شده  ی دستگاه مختصات دکارت  ی برا(  3۹-۱و ) (  3۶-۱خواهد بود. هرچند روابط )

)ب(    وستیدر پ.  رند یمورد استفاده قرار گ   یدس یالخط اقلیمنحن  یهادستگاه  هیدر کل   ،یتانسور   لیکمک تبد 

 شده است.  حیمختلف تشر  ی هامانند کرنش در دستگاه ان د یم ی رهاینحوه انتقال متغ

 یی و فضا یقابل قبول در مختصات ماد  ییمفهوم جابجا ۲-۱ل مثا

𝑞به صورت   ییبردار جابجا  ، شودیفرض م  = 𝑞(𝑥𝑖 , 𝑡) = (𝑎𝑥۱, 𝑏𝑥۱,   bو  a ،حالت ن یکه در ا  .باشد   (0

 : جهیهستند. در نت  𝑥𝑖مستقل از   ییپارامترها

𝜉۱ = 𝑥۱ + 𝑢۱,         𝜉2 = 𝑥2 + 𝑢2,       𝜉3 = 𝑥3 + 𝑢3                                              (الف) 

𝑢2که در آن،   = 𝑏𝑥۱, 𝑢۱ = 𝑎𝑥۱   و𝑢3 =  باشد. در این صورت خواهیم داشت:  می 0

𝜉۱ = (۱ + 𝑎)𝑥۱,           𝜉2 = 𝑥2 + 𝑏𝑥۱,         𝜉3 = 𝑥3                                               (ب) 

 نوشت. 𝜉𝑖را نیز برحسب   𝑥𝑖توان  از طرفی دیگر می

𝑥۱ =
𝜉۱

(۱ + 𝑎)
,        𝑥2 = 𝜉2 −

𝑏𝜉۱

(۱ + 𝑎)
,         𝑥3 = 𝜉۱3                                            ( ج)  

 باشد.دترمینان ژاکوبین میقبول بودن جابجایی، مثبت بودن  شرط قابل

𝐽 =
𝜕(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3)

𝜕(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3)
= |

۱ + 𝑎 0 0
𝑏 ۱ 0
0 0 ۱

| = ۱ + 𝑎                                                           (د) 

𝑎در نتیجه باید   > 𝐽و   ۱− >  . داشتیم:  0

𝑢۱ = 𝑎𝑥۱,       𝑢2 = 𝑏𝑥۱,      𝑢3 =  (ه)                                                                             0



𝑢𝑖که در آن   = 𝑢𝑖(𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3)   و 

𝑢۱ =
𝑎

(۱ + 𝑎)
𝜉۱,         𝑢2 =

𝑏

(۱ + 𝑎)
𝜉۱,            𝑢3 =  (و)                                              0

𝑢𝑖که در آن   = 𝑢𝑖(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3)   تنها مشتقات جزئی غیرصفر .𝑢𝑖   نسبت به𝑥𝑖   .نیز به صورت زیر است 

𝜕𝑢۱

𝜕𝑥۱
= 𝑎,          

𝜕𝑢2

𝜕𝑥۱
= 𝑏                                                                                                 (ز) 

 نیز به صورت زیر است.  𝜉𝑖نسبت به   𝑢𝑖به طور مشابه، تنها مشتقات جزئی غیرصفر  

𝜕𝑢۱

𝜕𝜉۱
=

𝑎

۱ + 𝑎
,            

𝜕𝑢2

𝜕𝜉۱
=

𝑏

۱ + 𝑎
 (ح )                                                                               

که   است  بدیهی  بالا  مطالب  به  توجه  𝑢۱/𝜕𝑥۱��با  ≠ 𝜕𝑢۱/𝜕𝜉۱    عمومی حالت  در  𝑢𝑖/𝜕𝑥𝑗��و  ≠

𝜕𝑢𝑖/𝜕𝜉𝑗  ها و در این مثال خاص با شرط  . با این حال در صورت کوچک بودن جابجاییa,b<<1توان  ، می

 نوشت: 

𝜕𝑢۱

𝜕𝑥۱
= 𝑎 ≈

𝜕𝑢۱

𝜕𝜉۱
,        

𝜕𝑢2

𝜕𝑥۱
= 𝑏 ≈

𝜕𝑢2

𝜕𝜉۱
 (ط)                                                                       

 های جابجایی را برحسب مختصات مادی بیان نمود. توان تغییرات مؤلفه( می2۹- ۱با استفاده از رابطه )

𝑑𝑞 = (𝑑𝑢۱, 𝑑𝑢2, 𝑑𝑢3) = [𝑑𝑥۱, 𝑑𝑥2, 𝑑𝑥3] [
𝑎 𝑏 0
0 0 0
0 0 0

] = (𝑎𝑑𝑥۱, 𝑏𝑑𝑥۱,  (ی)           (0

های جابجایی را برحسب مختصات فضایی  توان تغییرات مؤلفه( می30-۱به طور مشابه، با استفاده از رابطه )

 بیان نمود.  

(𝑑𝑢۱, 𝑑𝑢2, 𝑑𝑢3) = [
𝑎

۱ + 𝑎
𝑑𝜉۱,

𝑏

۱ + 𝑎
𝑑𝜉۱,  (ک )                                                           [0

 کرنش نرمال یک یز یفتعبیر  ۱-8

  افته یطول تغییر  𝑑𝓈ولیه المان و اطول    dsمطابق قبل  .د یریرا در نظر بگ   PA  یالمان خط   کیطول در  رییتغ

 :آن برابر است با هی اول نسبت به طول PAطول  ر ییتغ ،شکلرییتغ نیح جه ی . در نتباشد یآن م 

𝑒𝐴 =
𝑑𝓈

𝑑𝑠
− ۱ 



که  ن یابه  بودن آن معرف کاهش طول است. با توجه  یطول و منف  ش یگر افزاانیب  𝑒𝐴گذار مثبت بودن    یبا جا

 𝑀𝐹𝐴در    𝑒𝐴  رابطهگذاری  با جای  خواهد بود.   - 𝑒𝐴  ،۱  نییتواند برابر صفر باشد. حد پاینم  افتهی  ریی طول تغ

 : داشت میخواه

𝑀𝐹𝐴 = 𝑒𝐴 +
۱
2
𝑒𝐴

2 = 𝜀𝛼𝛽𝑁𝛼𝑁𝛽 

𝑁۱  را به صورت   Nبردار  ،  𝜀𝛼𝛽  یها مؤلفه  تیاهم  ح یتشر  یبرا = ۱  ،𝑁2 = 𝑁3و    0 = . در  د یریدر نظر بگ   0

 م:ی دار(  ۴۶-۱) بطه را با استفاده   .قرار خواهد داشت 𝑋۱  در جهت محور   PAلمان احالت  نیا

𝑒۱ +
۱
2
𝑒۱

2 = 𝜀۱۱ 

 : می ارد( ۱-۴7) بطه از را 𝑒۱باشد. با محاسبه  یالمان م  یر یگر جهت قرارگانیب 𝑒۱در   ۱ س یرنویز ، در آن که 

𝑒۱ = √۱ + 2𝜀۱۱ − ۱ 

باشد. به طور  یم  𝑋۱در جهت    PAآلمان    یطول نسب  رییتغ   گرانیب  𝜀۱۱،  تغییرشکل جسم  نیدر ح  جهینت  در

 :داشت  میخواه 𝑋3  و  𝑋2ها در جهت  لمانا مشابه با در نظر گرفتن 

𝑒2 = √۱ + 2𝜀22 − ۱                         𝑒3 = √۱ + 2𝜀33 − ۱ 

 :می دار  یدر حالت کل جه ی در نت

𝑒𝑖 = √۱ + 2𝜀𝑖𝑖 − ۱ = 𝜀𝑖𝑖 −
۱
2
𝜀𝑖𝑖

2 + ⋯ 

از     Pدر نقطه  𝑋𝑖حور  م   ی در راستا  ی ر یگبا جهت  ی المان خط  ک ی  ی نسبمعرف تغییر طول  (  ۵0-۱)  رابطه 

به عنوان    ییبزرگنما  ب یضر  ای  𝑀𝐹𝐴   از معمولاً  ،بزرگ  یهاشکلرییتغ  ی شکل است. در تئور  ر ییجسم بدون تغ

 شود.یاستفاده م 𝑀𝐹𝐴ه کرنش از روابط  اسبمح ی برا جه ی در نت .شودیم  ادی  یمان خطالکرنش 

 یمهندس کرنش

 .آن متداول است  ه یاول   طول نسبت به    ی به صورت تغییر طول المان خط  یمهندس   ی کرنش در کاربردها  ف یتعر

،  ۱با    سهیدر مقا  𝑒𝐴دن  بو  کوچک صورت  باشد. در  یم  کسانی  𝑒𝐴کرنش با    فی تعر  ،حالت  نیدر ا  جهیدر نت

𝑒𝑖  جمله
 : میدار جه ی نت در  .بل صرف نظر استقا 2/2

𝑀𝐹𝑖 = 𝑒𝑖 +
۱
2
𝑒𝑖

2 ≈ 𝑒𝑖 

 

 



 ی تم یلگار کرنش

ها  تئوری  ی لمان در نظر گرفته شد. هر چند در برخا  ه یطول بر طول اول  ر ییهمواره تغ  ، گفته شده  ف یدر تعار

المان مورد نظر   یالحظه طول، بزرگ یهاشکل رییتغ  یدر بررس  گریو به عبارت د  تهیسیمانند خزش و پلاست

 م: ی المان کوچک دار ک ی ی برا جه ی . در نتباشد یم

𝑑𝜀𝑛 =
𝑑𝑙

𝑙
 

 :داشت  میخواه( ۵2-۱از رابطه ) یر یگبا انتگرال .المان است ی اطول لحظه lکه در آن 

𝜀𝑛 = 𝑙𝑛
𝑙

𝑙0
= log (۱ +

∆𝑙

𝑙0
) = ln (۱ + 𝑒𝑛) 

𝑒𝑛و  هی طول اول𝑙0 که در آن   = ∆𝑙/𝑙0   نش کراست.    یکرنش مهندس𝜀𝑛  یواقع  ای  یعینش طبرکه با نام ک  

 . ند یگوی م زین  یتمیکرنش لگار ، شکرن نیبه علاوه به ا  . شودیشناخته م

𝑒𝑛  یبرا
2 <  شود. یبسط داده م  ریبه صورت ز  𝜀𝑛رابطه   ۱

𝜀𝑛 = log(۱ + 𝑒𝑛) = 𝑒𝑛 −
۱
2
𝑒𝑛

2 +
۱
3
𝑒𝑛

3 −
۱
۴
𝑒𝑛

۴ + ⋯             𝑒𝑛
2 < ۱ 

 های کوچک خواهیم داشت: برای کرنش

𝜀𝑛 = 𝑒𝑛                  |𝑒𝑛| ≪ ۱ 

  ی وجود دارد که هر کدام از آنها دارا  یمختلف علوم مهندس   ی هااز کرنش در شاخه  ز ین  ی گریمتعدد د  فیتعار

  س ی و ماتر   یی بردار جابجا  ان یگراد  ، یوش کاز تانسور کرنش    توان یبه عنوان مثال م  .باشند یخاص م  ی کاربرد

 نام برد.  Dمتقارن 

 ی لمان خطا  یینها و جهت یکرنش برش یکیز یف ریتعب ۹-۱

شکل با نام کرنش    رییتغ  نیعمود برهم در ح  یطخ دو المان    انیم  ه یزاو  راتیی تغ  ،یمهندس   یهایدر تئور

روابط    دابتا،  𝜀𝛼𝛽  یهاو مؤلفه  یکرنش برش   ان یارتباط م  نییاز ادامه بحث و تع  شی. پشودیشناخته م   یبرش 

  ی هاد   یهاوس نیکس  𝒩𝑖 ر یشد. مقاد  هند استخراج خوا   𝑢𝑖 ییجابجا  یهابرحسب مؤلفه   𝑁𝑖و   𝒩𝑖بردار   انیم

  ی المان خط  ک ی  ییجهت فضا  ر ییتر، ابتدا نحوه تغشکل است. به عبارت روشن  ر ییپس از تغ  ی المان خط  کی

 خواهد شد. یبررس 

 

 



 ی لمان خطا  ییجهت نها

  ف یبه تعر  توجه  با   . شودیم  لیتبد   𝑑𝓈  با طول   𝑑𝜉𝛼  لمان ابه    dsطول    با  𝑑𝑥𝛼  شکل، المان   رییتغ  ن یدر ح

 : میدار  افتهی ر ییشکل و تغ ر ییالمان بدون تغ یهاد  یهانوس یکس

𝒩𝛼 =
𝑑𝜉𝛼

𝑑𝓈
                        𝒩𝛼 =

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑠
  

 :نوشت ر یبه شکل ز توان یرا م ( ۵۶-۱اول ) رابطه

𝒩𝛼 =
𝑑𝜉𝛼

𝑑𝓈

𝑑𝑠

𝑑𝑠
=

𝑑𝜉𝛼

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝓈
 

 : میدار  ییو فضا  یمختصات ماد  تیتوجه به تابع با

𝑑𝜉𝛼

𝑑𝑠
=

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝛽

𝑑𝑥𝛽

𝑑𝑠
              𝛼, 𝛽 = ۱,2,3 

 م داشت: ی خواه ، ییجابجا یها لفهؤو م ی مختصات ماد  لیفرانسی د انیقبل با توجه به ارتباط م از

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝛽
= 𝛿𝛼𝛽 +

𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
= 𝛿𝛼𝛽 + 𝑢𝛼,𝛽 

 : میدار 𝑁𝛽  یهاد یهانوس یبردار کس ف یو تعر( ۵۹-۱استفاده از رابطه ) با

𝑑𝜉𝛼

𝑑𝑠
= (𝛿𝛼𝛽 +

𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
)𝑁𝛽 = (𝛿𝛼𝛽 + 𝑢𝛼,𝛽)𝑁𝛽 

 : داشت می خواه 𝑀𝐹𝑖رابطه   ی مرتب ساز با

𝑑𝑠

𝑑𝓈
=

۱

√۱ + 2𝑀𝐹𝑖

 

  به   𝒩𝑖 افتهی  ر ییتغ  المان  یهاد   یهاوس نیکس یبرا ری رابطه ز(  ۶۱-۱و )( ۶0-۱، )(۵7-۱استفاده از روابط )   با

 . د یآیدست م

𝒩𝛼√۱ + 2𝑀𝐹𝑖 = (𝛿𝛼𝛽 + 𝑢𝛼,𝛽)𝑁𝛽 

 و یا در شکل غیراندیسی 

𝒩۱√۱ + 2𝑀𝐹𝑖 = (۱ + 𝑢۱,۱)𝑁۱ + 𝑢۱,2𝑁2 + 𝑢۱,3𝑁3 

𝒩2√۱ + 2𝑀𝐹𝑖 = 𝑢2,۱𝑁۱ + (۱ + 𝑢2,2)𝑁2 + 𝑢2,3𝑁3 



𝒩3√۱ + 2𝑀𝐹𝑖 = 𝑢3,۱𝑁۱ + 𝑢3,2𝑁2 + (۱ + 𝑢3,3)𝑁3 

 ی کرنش برش فیتعر 

 𝜃  ه ی با زاو  Pگذرنده از نقطه    𝑑𝑠2و    𝑑𝑠۱  یهابه طول  PBو    PAلمان کوچک  ادو    ، یکرنش برش   ف یتعر  یبرا

المان    به  ل یلمان تبد ادو    نیا   ،شکل  ر ییپس از تغ  .د یریرا در نظر بگ   گریکد ینسبت به   به    𝒫ℬو    𝒫𝒜دو 

)   𝑑𝓈2و    𝑑𝓈۱  یهاطول کل شوند یم(  ۶-۱مطابق شکل  حالت  در  مواز  𝒫𝒜ℬو    PAB  لزوماً  ی.  هم    ی با 

 باشند. ینم

 

 ( ۶-۱شکل )

  ی هاد  یهاس و سین. به طور مشابه کمیدهینشان م  𝑁𝛼  و  𝑀𝛼با    بیرا به ترت  PBو    PA  یهاد  یهانوس یکس

𝒫𝒜   و𝒫ℬ   باℳ𝛼   و𝒩𝛼  هی زاو ،بردارها  ی ضرب داخل  فی تعر با توجه به  جهی. در نتشودیداده م  شینما  𝜗 

 عبارت است از:  افتهی رییدو المان تغ   نیا انیم

𝑐𝑜𝑠 𝜗 = ℳ𝛼𝒩𝛼 

  یهانوس یرا برحسب کس  𝒩𝛼  و   ℳ𝛼  افته یر ییتغ  ی هاد   یهانوس یسک  توان یم(  ۶2-۱استفاده از رابطه )   با

)   .نوشت  𝑁𝛼و    𝑀𝛼  شکلرییبدون تغ  یهاد از روابط  با بهره(  ۱-۶3و ) (  ۶2-۱با استفاده    از رابطه   یریگ و 

𝑀𝛼𝑁𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 داشت  میخواه: 

Γ۱2 = √(۱ + 2𝑀𝐹۱)(۱ + 2𝑀𝐹2)𝑐𝑜𝑠𝜗 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 2𝜀𝛼𝛽𝑀𝛼𝑁𝛽 

  ان یم  𝜗  ه یگر زاوانیب(  ۴۵۱است. رابطه )  PBو    PA  یهامعرف المان  ب یبه ترت  2و    ۱  ی هاسیرنوی که در آن ز

 :داشت  میعمود باشند خواه گریکد ی بر ه ی لمان در حالت اولااست. اگر دو  𝜃  ه یاول ه یبا زاو  افته یریی لمان تغا دو 

Γ۱2 = 2𝜀𝛼𝛽𝑀𝛼𝑁𝛽 

لمان  ادو    ان یم  ی برش   بزرگ   یهاشکلرییتغ  ی در تئور .است  ی کرنش برش   ف یتعر ه یپا(  ۶۶-۱رابطه )   جه ینت  در

PA  وPB  :عبارت است از 



Γ۱2 = √(۱ + 2𝑀𝐹۱)(۱ + 2𝑀𝐹2)𝑐𝑜𝑠𝜗 

  خواهد بود.   کوچک  ی، مقدار ۱با    سه یدر مقا  𝑀𝐹𝑖  ییبزرگنما  بیضرا  ،هاشکلریی صورت کوچک بودن تغ  در

Γ۱2  م یدار  حالت   نیا  در ≈ 𝑐𝑜𝑠𝜗    .جهی در نت  𝑐𝑜𝑠𝜗 = sin (𝜋/2 − 𝜗) ≈ 𝜋/2 − 𝜗  . ب یترت  نیبد  

𝛾۱2با  Γ۱2 فیتعر = 𝜋/2 − 𝜗 خواهد بود.  برابر 

 یکرنش برش  یک یزی ف تیاهم

 𝑋۱امتداد محور  در    PA  که   د یریدر نظر بگ   ی ارا به گونه  PBو    PAلمان  ادو    ، 𝜀𝑖𝑗  یک یزیف  ت یاهم  یبررس   یبرا

 .باشند یم PBو    PA  یهاد  یهانوس یکس  𝑁𝛼و   𝑀𝛼قرار گرفته باشند. به علاوه   𝑋2در امتداد محور   PBو  

 : داشت م یصورت خواه نیدر ا

(𝑀۱, 𝑀2, 𝑀3) = (۱,0,0) 

(𝑁۱, 𝑁2, 𝑁3) = (۱,0,0) 

 : شودیحاصل م ر یز جه ینت ( ۶۵-۱در ) (  ۶۸-۱رابطه ) یگذاریجا با

Γ۱2 = 2𝜀۱2 

,𝑋2 ) مختصات مثلاً  گریدر جهات د ییهاالمان ی طور مشابه برا به 𝑋3 ( یا )𝑋3, 𝑋۱  :خواهیم داشت ) 

Γ23 = 2𝜀23                Γ3۱ = 2𝜀3۱ 

 : می دار 𝑋𝑗و   𝑋𝑖  یمتعامد در جهات محورها  یلمان خط ادو  ی برا جه ی نت در

Γ𝑖𝑗 = 2𝜀𝑖𝑗        𝑖 ≠ 𝑗 

.  باشد یعمود برهم م  ی مان خطلدو ا  انیم  یایزوا  ر ییگر تغ انیب    jو    iدر صورت برابر نبودن  ،    𝜀𝑖𝑗  ب یترت  نیبد 

 :داشت  میکوچک خواه یهاشکلریی با فرض تغ

Γ𝑖𝑗 = 2𝜀𝑖𝑗 ≈
𝜋

2
− 𝜗𝑖𝑗 = 𝛾𝑖𝑗  

 است.  یمتداول کرنش برش   فیتعر 𝛾𝑖𝑗در آن   که 

 ی محاسبه کرنش برش 3-۱ مثال

 . د یریدر نظر بگ   ریرا به صورت ز q  ییجایجا بردار

𝑞 = (𝑢۱, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑎𝑥2
2, 0,0) 

  ی و کرنش برش   𝑀𝐹𝑖    ،𝑐𝑜𝑠𝜗  ییبزرگنما  ب یثابت است. مطلوب است محاسبه ضر  ب یضر  ک ی  aدر آن    که 

Γ۱2  ی لمان خطادو    ن یب  PA    وPB   در صفحه  𝑋۱𝑋2  که    ی در صورتP   ( قرار داشته باشد.  0,۱.0در مختصات )



𝜃  جهیو در نت  باشد یم  𝑋2در جهت    PBو    𝑋۱در جهت    PAحالت    نیدر ا = 𝜋/2  ،𝑑𝑠۱ = 𝑑𝑥۱    و𝑑𝑠2 =

𝑑𝑥2 . 

 :یعن ی. شودیم ی بررس  ییدر ابتدا قابل قبول بودن بردار جابجا

𝐽 = |
۱ 2𝛼𝑥2 0
0 ۱ 0
0 0 ۱

| = ۱ > 0 

 شرط فوق پابرجاست. جه ی در نت

م همان زاو  𝜗  ه ی زاو  د یدانیطور که  با  ک  𝒫ℬو    𝒫𝒜  افته یرییتغ  یها المان  ان یم  ه ی برابر    ی هانوس ی ساست. 

𝑀𝛼 با    برابر  بیبه ترت  PBو    PAخطوط    یهاد = 𝑁𝛼و    (۱,0,0) = با استفاده از رابطه    .باشند یم  (0,۱,0)

از آن    شیپ  ی ول  . میرا محاسبه کن  𝒩𝛼  و   ℳ𝛼  افتهیرییتغ   ی هاالمان  ی هاد  یهاس ونیکس  م یتوانیم(  ۱-۶3)

ترت  𝑀𝐹𝐵و    𝑀𝐹𝐴  یی زرگنماب  بیضرا  د یبا شوند   PBو    PAخطوط    ر ینظ   ب یبه  رابطه    . محاسبه  با کمک 

𝑀𝐹𝑖 = 𝜀𝛼𝛽𝑁𝛼𝑁𝛽  خطوط    ییبزرگنما  ب یضرا  میتوانیمPM    وPB  ن یا  بیترت  نی. بد میرا به دست آور  

 :اببرابراند  بیضرا

𝑀𝐹𝐴 = 0         𝑀𝐹𝑩 = 2𝑎2𝑥2
2 

P(0,1,0)  ،𝑀𝐹𝐴ه  نقط  ی برا  جه ی نت  در = 𝑀𝐹𝑩و    0 = 2𝑎2    .  یهانالما  ی هاد  یهانوس یکس  ب یترتبدین  

 اند از:رتعبا Pدر نقطه  یخط

ℳ𝛼 = (۱,0,0)          𝒩𝛼 = (2𝑎, ۱,0)/√۱ + ۴𝑎2 

 : خواهد بود ر یبه صورت ز 𝑐𝑜𝑠𝜗 تاًینها

𝑐𝑜𝑠𝜗 = 2𝑎/√۱ + ۴𝑎2 

 :می است. دار PBو  PAدو المان  ان یم ه یکه به صورت کاهش زاو  𝛾۱2  فی توجه به تعر با

𝑐𝑜𝑠𝜗 = cos (
𝜋

2
− 𝛾۱2) = 𝑠𝑖𝑛 𝛾۱2 =

2𝑎

√۱ + ۴𝑎2
 

Γ𝐴𝐵جه ی نت در = 2𝑎. 

 تانسور کرنش  ۱۰-۱

  ک یش از  نرک  ورسننحوه انتقال تا  بیترت  نیکرنش اشاره خواهد شد. بد   یتانسور  تیبخش به خاص  نیا  در

  dsالمان   کیطول رییتغ د، یدانیم  طورکه. همانشودیم ح یبا تشر 𝑦𝑎  یبه دستگاه دکارت 𝑥𝑎  یدستگاه دکارت

 . شودیم  انیب  ریبا رابطه ز



(𝑑𝓈)2 − (𝑑𝑠)2 = 2𝜀𝛼𝛽𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽 

 : میدستگاه مختصات، ثابت است، دار ر ییلمان با تغاطول   ر ییتوجه به آن که تغ با

(𝑑𝓈)2 − (𝑑𝑠)2 = 2𝐸𝛾𝛿𝑑𝑦𝛾𝑑𝑦𝛿 

آن   مؤلفه  𝐸𝛾𝛿که در  در دستگاه   𝜀𝛼𝛽  ی هامشابه  م   𝑦𝑎و  تانسورها  از جبر  انتقال    میدانی است.  قانون  که 

 .باشد یم  ری دستگاه مختصات به شکل ز ی محورها

𝑑𝑥𝛼 = 𝑎𝛾𝛼𝑑𝑦𝛾 

در  (  7۵-۱رابطه )   ی گذاریهستند. با جا  𝑥𝑎و    𝑦𝛾  ی محورها  انیم  یهاد  ی هانوس یبه کس  𝑎𝛾𝛼  در آن  که 

 : میدار ن آ ی سازمرتب تی و در نها(  7۴-۱با رابطه ) جهی و برابر قرار دادن نت (  ۱-73)

𝐸𝛾𝛿 = 𝜀𝛼𝛽𝑎𝛾𝑎𝑎𝛿𝛽 

  .کنند یم  تیمرتبه دوم تبع  یانتقال تانسورهاکه از قانون    𝜀𝛼𝛽  یهااست که مؤلفه  یهیتوجه به رابطه بالا بد   با

 .شوند یبا نام تانسور کرنش شناخته م 𝜀𝛼𝛽  یهامؤلفه جه ی در نت

[

𝜀۱۱ 𝜀۱2 𝜀۱3
𝜀۱2 𝜀22 𝜀23
𝜀۱3 𝜀23 𝜀33

] 

 خواهد بود.   ر یشکل زبه  𝑥𝑎به   𝑦𝑎انتقال دستگاه مختصات از   گریطرف د از

𝜀𝛼𝛽 = 𝑎𝛾𝑎𝑎𝛿𝛽𝐸𝛾𝛿 

 باشند.یم ر یدر شکل گسترده به صورت ز 𝑦𝑎به   𝑥𝑎انتقال تانسور کرنش از دستگاه   روابط 

𝐸۱۱ = 𝜀۱۱𝑎۱۱
2 + 𝜀22𝑎۱2

2 + 𝜀33𝑎۱3
2 + 2𝜀۱2𝑎۱۱𝑎۱2 + 2𝜀۱3𝑎۱۱𝑎۱3 + 2𝜀23𝑎۱2𝑎۱3 

𝐸22 = 𝜀۱۱𝑎2۱
2 + 𝜀22𝑎22

2 + 𝜀33𝑎23
2 + 2𝜀۱2𝑎2۱𝑎22 + 2𝜀۱3𝑎2۱𝑎23 + 2𝜀23𝑎22𝑎23 

𝐸33 = 𝜀۱۱𝑎3۱
2 + 𝜀22𝑎32

2 + 𝜀33𝑎33
2 + 2𝜀۱2𝑎3۱𝑎32 + 2𝜀۱3𝑎3۱𝑎33 + 2𝜀23𝑎32𝑎33 

𝐸۱2 = 𝜀۱۱𝑎۱۱𝑎2۱ + 2𝜀22𝑎۱2𝑎22 + 2𝜀33𝑎۱3𝑎23 + 𝜀۱2(𝑎۱۱𝑎22 + 𝑎۱2𝑎2۱) 

+𝜀۱3(𝑎۱۱𝑎23 + 𝑎۱3𝑎2۱) + 𝜀23(𝑎۱2𝑎23 + 𝑎۱3𝑎22) 

𝐸۱3 = 𝜀۱۱𝑎۱۱𝑎3۱ + 2𝜀22𝑎۱2𝑎32 + 2𝜀33𝑎۱3𝑎33 + 𝜀۱2(𝑎۱۱𝑎32 + 𝑎۱2𝑎3۱) 

+𝜀۱3(𝑎۱۱𝑎33 + 𝑎۱3𝑎3۱) + 𝜀23(𝑎۱2𝑎33 + 𝑎۱3𝑎32) 

𝐸23 = 𝜀۱۱𝑎2۱𝑎3۱ + 2𝜀22𝑎22𝑎32 + 2𝜀33𝑎23𝑎33 + 𝜀۱2(𝑎2۱𝑎32 + 𝑎22𝑎3۱) 

+𝜀۱3(𝑎2۱𝑎33 + 𝑎23𝑎3۱) + 𝜀23(𝑎22𝑎33 + 𝑎23𝑎32) 

 



 کرنش یو جهات اصل یاصل یهاکرنش ۱۱-۱

  ح یها تشرآن  ر یکرنش و جهات نظ  ی اصل  ر یروش و روابط مربوط به محاسبه مقاد  ، بخش به طور خلاصه  ن یا  در

  ی دارا  گر یتانسور مرتبه دوم کرنش مانند هر تانسور متقارن مرتبه دوم د  میدانی همانطور که م  .خواهند شد 

از    ی اصل  ی هاکرنش  ری مقادصفر خواهند بود.    یبرش   ی هاها، کرنشجهت  ن یاست. در ا  یاصل  ر یجهات و مقاد

در    .باشد یدر واقع همان معادله مشخصه تانسور م  ریز   نانی. بسط دترم د یآ یبه دست م  ریز  نانیبسط دترم 

 خواهد آمد.  ی شتریمباحث ب یو جهات اصل ر یتنش، در خصوص روش محاسبه مقاد ی فصل تئور

𝐹(𝐿) = |

𝜀۱۱ − 𝐿 𝜀۱2 𝜀۱3
𝜀۱2 𝜀22 − 𝐿 𝜀23
𝜀۱3 𝜀23 𝜀33 − 𝐿

| = 0 

-نوس یکس  گریو به عبارت د  یمحاسبه جهات اصل  یبرا  .محاسبه خواهند شد   𝐿𝑖  یاصل  ری حل رابطه بالا مقاد  از

                                                       شود.یعمل م  ر یجهات به روش ز نیا ر ینظ ی هاد یها

(𝜀۱۱ − 𝐿۱)𝜉۱ + 𝜀۱2𝜉2 + 𝜀۱3𝜉3 = 0 

𝜀۱2𝜉۱ + (𝜀22 − 𝐿۱)𝜉2 + 𝜀23𝜉3 = 0 

𝜀۱3𝜉۱ + 𝜀23𝜉2 + (𝜀33 − 𝐿۱)𝜉3 = 0 

 با شرط

𝜉۱
2 + 𝜉2

2 + 𝜉3
2 = ۱ 

 دست آورد.  به  زیرا ن  گرید  ژهیو  ریمقاد ریجهات نظ  توان یم 𝐿3  ای 𝐿2  مثلاً  L  مختلف ر یمقاد  یگذاریجا با

 

 آن یو جهات اصل یاصل یهامحاسبه کرنش ۴-۱ مثال

 .د یریرا در نظر بگ  ر یکرنش ز ورستان

𝜀 = [
0.0۱ 0.003 0
0.003 0.002 0

0 0 0.00۶
 (الف)                                          [

 : میآوریرا به دست م ر یز نان یبسط دترم ،کرنش  یاصل ر یمحاسبه مقاد یبرا

𝐹(𝐿) = |
0.0۱ − 𝐿 0.003 0

0.003 0.002 − 𝐿 0
0 0 0.00۶ − 𝐿

| =  (ب)                0

 در نتیجه خواهیم داشت:



𝐿۱ = 0.0۱۱          𝐿2 = 0.00۶          𝐿3 =  (ج )                                            0.00۱

محاسبه    یبرا  .آن انجام شده است  نیترمقدار به کوچک  نیاز بزرگتر  𝐿3و    𝐿۱  ،𝐿2  ی که در آن مرتب ساز

 . میکنیعمل م ریبه صورت ز 𝐿۱  یجهت اصل رینظ  یهاد  یهانوس یکس

(0.0۱ − 0.0۱۱)𝜉۱ + 0.003𝜉2 + 0.0𝜉3 = 0 

0.003𝜉۱ + (0.002 − 0.0۱۱)𝜉2 + 0.0𝜉3 =  (د)                                                  0

0.0𝜉۱ + 0.0𝜉2 + (0.00۶ − 0.0۱۱)𝜉3 = 0 

𝜉۱
2 + 𝜉2

2 + 𝜉3
2 = ۱ 

𝜉۱  میاستفاده از رابطه اول )د( دار  با = 3𝜉2    داشت    م یبا کمک رابطه سوم )د( خواه  ن یهمچن  و𝜉3 = 0    .

۹𝜉2  م یآنها در رابطه آخر )د( دار ی گذاریبا جا ب یترت نیبد 
2 + 𝜉2

2 =  . در نتیجه:   ۱

𝜉۱ = ±
3

√۱0
            𝜉2 = ±

۱

√۱0
             𝜉3 =  (ه)                                                    0

  ک ی  یو جهات اصلمقادیر    ن ییروند کار مشابه است. به منظور تع  ، ریمقاد  ریسا  رینظ   یمحاسبه جهات اصل  یبرا

استفاده کرد. به    Mathematica  و  Maple  موجود از  یافزارهااز نرم  توانیم  یسور مرتبه دوم به سادگنتا

 .کند ی آن را محاسبه م ر یو جهات نظ  ژهیو  ریمقاد  Maple افزار مدر نر  ریعنوان مثال مجموعه دستورات ز

𝑤𝑖𝑡ℎ(𝑙𝑖𝑛𝑎𝑙𝑔); 

𝑒𝑝𝑠𝑖𝑙𝑜𝑛 ≔ [[0.0۱,0.003,0], [0.003,0.002,0],   (و)                                  ;[[0,0,0.00۶]

eigenvalues(epsilon); 

eigenvectors(epsilon); 

 یکرنش و کرنش حجم یرهاینامتغ ۱۲-۱

-مربوط به کرنش  نانیو بسط دترم  L  ی ابه ج  𝜆𝑖  یگذار ی پس از جا  ،ش کرن  یرهاینامتغ   ری محاسبه مقاد  یراب

 ظاهر خواهد شد.( ۸3-۱رابطه ) ،یاصل یاه

𝜆𝑖
3 − 𝐽۱𝜆𝑖

2 + 𝐽2𝜆𝑖 − 𝐽3 = 0 

 که در آن 

𝐽۱ = 𝜀۱۱ + 𝜀22 + 𝜀33 = 𝛿𝛼𝛽𝜀𝛼𝛽 

𝐽2 = 𝜀۱۱𝜀22 + 𝜀۱۱𝜀33 + 𝜀22𝜀33 − 𝜀۱2
2 − 𝜀۱3

2 − 𝜀23
2 = 𝛿𝛼𝛽𝜀𝛼𝛽 

= |
𝜀۱۱ 𝜀۱2
𝜀۱2 𝜀22

| + |
𝜀۱۱ 𝜀۱3
𝜀۱3 𝜀33

| + |
𝜀22 𝜀23
𝜀23 𝜀33

| = 𝛿𝛼𝛽 . 𝑐𝑜𝑓 𝜀𝛼𝛽 



𝐽3 = |

𝜀۱۱ 𝜀۱2 𝜀۱3
𝜀۱2 𝜀22 𝜀23
𝜀۱3 𝜀23 𝜀33

| = det(𝜀𝛼𝛽) 

,𝐽۱که ثوابت )   شود یاثبات م  یمعادلات جبر   ی تئور  براساس  𝐽2, 𝐽3در ارتباط  (   ۸3- ۱)  رابطه   ی ها شهی( با ر

 : میدار ب یترت نیباشند. بد یم

𝐽۱ = 𝜆۱ + 𝜆2 + 𝜆3 

𝐽2 = 𝜆۱𝜆2 + 𝜆۱𝜆3 + 𝜆2𝜆3 

𝐽3 = 𝜆۱𝜆2𝜆3 

، 𝑋𝑖  ی است که در آن محورها  یحالت   گران یدر واقع ب(  ۸۵-۱که رابطه )  میابیی مشاهده روابط بالا، در م  با

اصل برش نکر  ی هاو مؤلفه  یدستگاه  به عبارت روشنیصفر م  یش  مقادباشند.  ,𝐽۱)   ر یتر  𝐽2, 𝐽3  )یرهایامتغن  

 تانسور کرنش هستند.

,𝐽۱)   ری بودن مقادریتغماناثبات    یبرا 𝐽2, 𝐽3منظور، رابطه انتقال   ن یعمل کرد. به ا  زین   م یتق طور مسبه  توان ی( م

 بگیرید.را در نظر  𝑦𝛼و به دستگاه   𝑥𝛼از دستگاه   ،𝐸𝛼𝛽به   𝜀𝛼𝛽ش  نرکتانسور 

𝜀𝛼𝛽 = 𝑎𝛾𝛽𝑎𝛿𝛽𝐸𝛾𝛿 

در  (  ۸۶-۱رابطه )  ی گذاریجاباشند. با  می  𝑥𝛽و    𝑦𝛼محورهای    ن ایم  ی هاد  یهانوس یکس  𝑎𝛼𝛽  ،در آن   که 

𝛼)با فرض  ( ۸۴-۱)اول  رابطه  = 𝛽)   و𝑎𝛼𝛾𝑎𝛽𝛾 = 𝛿𝛼𝛽   :داریم 

𝐽۱ = 𝜀𝛼𝛼 = 𝑎𝛾𝛼𝑎𝛿𝛼𝐸𝛾𝛿 = 𝛿𝛾𝛿𝐸𝛾𝛿 = 𝐸𝛼𝛼 

 داریم:   𝐽2است. به طور مشابه برای   رینامتغ  یمستقل از دستگاه مختصات و به عبارت  𝐽۱  مقدار جه ی نت در

𝐽2 = 𝛿𝛼𝛽 . 𝑐𝑜𝑓(𝜀𝛼𝛽) =
۱
2
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝛿.𝜀𝑖𝛼𝛾𝜀𝑘𝛽𝛿  

رابطه    یگذار یجاست. با کوفاکتور تانسور کرنش ا ، 𝑐𝑜𝑓(𝜀𝛼𝛽)مرتبه سوم و   ی تانسور تناوب  𝜀𝑖𝑗𝑘در آن   که 

 : داشت میخواه( ۸۶-۱در رابطه )(  ۱-۸۸)

𝐽2 =
۱
2
(𝑎𝜁𝛼𝑎𝜂𝛽𝐸𝜁𝜂)(𝑎𝜇𝛾𝑎𝜐𝛿𝐸𝜇𝜐)𝜀𝑖𝛼𝛾𝜀𝑘𝛽𝛿  

 

 : می دار یسازاز مرتب پس

𝐽2 =
۱
2
𝐸𝜁𝜂𝐸𝜇𝜐(𝜀𝑖𝛼𝛾𝑎𝜁𝛼𝑎𝜇𝛾)(𝜀𝑘𝛽𝛿 . 𝑎𝜐𝛿𝑎𝜂𝛽) 



𝜀𝑖𝑗𝑘توجه به روابط    با = 𝑎𝑖𝛼𝑎𝑗𝛽𝑎𝑘𝛾𝜀𝛼𝛽𝛾  ،𝜀𝑖𝑗𝑘 = 𝑎𝛾𝑘𝑎𝛼𝛾𝜀𝛼   داشت  م یخواه  ی وبناتتانسور    ف یتعر  و : 

𝐽2 =
۱
2
𝐸𝜁𝜂𝐸𝜇𝜐𝜀𝑖𝜁𝜇𝜀𝑘𝜃𝜐 =

۱
2
𝐸𝛼𝛽𝐸𝛾𝛿𝜀𝑖𝛼𝛾𝜀𝑘𝛽𝛿 

شان  توان نمی  𝐽3برای    تیاست. در نها  ر ینامتغ  یمستقل از دستگاه مختصات و به عبارت   ز ین  𝐽2مقدار    جهینت  در

 : داد

𝐽3 = det(𝜀𝛼𝛽) =
۱
۶
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛿𝛾𝜀𝜁𝜂𝜀𝜁𝛼𝛿𝜀𝜂𝛽𝛾 =

۱
۶
𝐸𝛼𝛽𝐸𝛿𝛾𝐸𝜁𝜂𝜀𝜁𝛼𝛿𝜀𝜂𝛽𝛾 

 است. ر ی نامتغو مستقل از دستگاه مختصات   زین  𝐽3مقدار   جه ی نت در

 یحجم کرنش

  ب یضر  فی شود. مشابه تعریم   لیتبد   𝑑𝒱  افته یرییکه به حجم تغ   ،dV  شکل، حجم اولیه المان رییتغ  ن یدر ح

 . شودیم  فیتعر ری به شکل ز  e یکرنش حجم  ،ییبزرگنما

𝑒 =
۱
2
[(

𝑑𝒱

𝑑𝑉
)

2

 − ۱] 

از    𝜀𝛼𝛽  ی هااز مؤلفه  م یطور مستقبه  توان یرا م   ی چند کرنش حجم  هر آورد، استفاده    ی هانشکربه دست 

جهات    ی مواز  ییهاکوچک با لبه  ی بعالمان مک  کی  بی ترت  نیبد   . است  د یمف  اریروابط بس  ی سازدر ساده  یاصل

  ز ی شکل نرییپس از تغ  لمانا  یهالبه  ،یجهات اصل  ف یبا توجه به تعر  نی. بنابراد ی ریش را در نظر بگ کرن  یاصل

𝑀𝐹𝐴  از رابطه استفاده خواهند ماند. با یباق گریکد یعمود بر   = [(𝑑𝓈/𝑑𝑠)2 −  داریم:   2/[۱

(
𝑑𝓈۱

𝑑𝑠۱
)

2

= ۱ + 2𝜆۱ 

  گرید   ضلع دو    ی توان برای را م  یروابط مشابه  .است  مانلاز اضلاع ا   یکیدر جهت    ی کرنش اصل  ،𝜆۱در آن    که 

𝑑𝑉  نکهی با توجه به ا جهینوشت. در نت = 𝑑𝑠۱𝑑𝑠2𝑑𝑠3  :داریم ، 

(
𝑑𝒱

𝑑𝑉
)

2

= (۱ + 2𝜆۱)(۱ + 2𝜆2)(۱ + 2𝜆3) 

بالا م  .باشند یم  یاصل  ی هاکرنش  𝜆3و    𝜆۱  ،𝜆2در آن    که از روابط  را    e  یجمح  رنش ک  م یتوانی با استفاده 

 آوریم. کرنش به دست   یرهایامتغنبرحسب 

𝑒 = 𝐽۱ + 2𝐽2 + ۴𝐽3 

شود. با مشاهده رابطه  ی شاخته م   زی حجم ن  ر ییتغ  ،به طور ساده   ایو    ی حجم مکعب  ریی با نام تغ  یحجم  کرنش

 𝐽3  و   𝐽۱    ،𝐽2  ر یمقاد  یس یکرنش است. در صورت بازنو  ر ینامتغ  ری از جمله مقاد  زی ن  eاست که    ی هیبد (  ۱-۹۶)



   نکه یبه ا  جه به دست آورد. به علاوه با تو  𝜀𝑖𝑗را برحسب    e  ی کرنش حجم  توان یکرنش م   یهابرحسب مؤلفه

𝐽2 و  𝐽3   ت به  بسناز مراتب دوم و سوم𝐽۱ داشت  مینظر از آنها خواهبا صرف ،باشند یم: 

𝑒 = 𝐽۱ = 𝜀۱۱ + 𝜀22 + 𝜀33 = 𝜀𝛼𝛼 

  م یخواه  𝑢𝑖  یبا جملات خط  سهیو مشتقات آنها در مقا  𝑢𝑖با فرض کوچک بودن جملات مرتبه دوم    جه ی نت  در

 :داشت

𝑒 = 𝑢۱,۱ + 𝑢2,2 + 𝑢3,3 

-جسم تراکم  کیکند. در  یم  انیب  ییرا برحسب مشتقات جابجا  یکرنش حجم  ،ی ب یبه طور تقر(  ۹۸-۱)  رابطه

 : داشت میخواه جهیبرابر صفر است و در نت ی مقدار کرنش حجم ،ریاپذ ن

𝑒 = 𝐽۱ = 𝑢۱,۱ + 𝑢2,2 + 𝑢3,3 = 0 

 یکرنش متوسط و انحراف تانسور

از کرنش    مستقل ،  یاز مواد فلز  ی اریدر بس کیپلاست  م یتسل  ده یاز آن است که پد   ی مختلف حاک یهاشیآزما

 . شودیم ف یتعر ر ینش به صورت زکر نیمتوسط است. ا

𝜀𝑚 =
𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧

3
=

𝜀۱۱ + 𝜀22 + 𝜀33

3
=

𝜆۱ + 𝜆2 + 𝜆3

3
=

۱
3
𝐽۱ 

. تانسور کرنش  کنند می  زاجرنش مکمعمولاً کرنش متوسط را از تانسور    ک،یمطالعه رفتار پلاست  یبرا   جهینت  در

 :  حالت برابر است با نیدر ا

𝐷 = 𝐷𝑚 + 𝐷𝑑 

 تانسور کرنش متوسط است.  𝐷𝑚نماد تانسور کرنش و   Dکه در آن 

𝐷𝑚 = [

𝜀𝑚 0 0
0 𝜀𝑚 0
0 0 𝜀𝑚

] 

 شود. گر تانسور کرنش انحرافی بوده و به صورت زیر تعریف میبیان 𝐷𝑑تانسور  

𝐷𝑑 = [

𝜀۱̅۱ 𝜀۱2 𝜀۱3
𝜀۱2 𝜀2̅2 𝜀23
𝜀۱3 𝜀23 𝜀3̅3

] 

 که در آن  

𝜀۱̅۱ = 𝜀𝑥 − 𝜀𝑚 = 𝜀۱۱ − 𝜀𝑚 

𝜀2̅2 = 𝜀𝑦 − 𝜀𝑚 = 𝜀22 − 𝜀𝑚 



𝜀3̅3 = 𝜀𝑧 − 𝜀𝑚 = 𝜀33 − 𝜀𝑚 

,𝑥۱در صورتی که محورهای )  𝑥2, 𝑥3  :محورهای اصلی باشند خواهیم داشت ) 

𝜀𝑥 = 𝜀۱۱ = 𝜆۱                               𝜀𝑦 = 𝜀22 = 𝜆2 

𝜀𝑧 = 𝜀33 = 𝜆3                               𝜀۱2 = 𝜀۱3 = 𝜆23 = 0 

 تری پیدا خواهند کرد.  بدین ترتیب روابط، شکل ساده

 داریم:   𝐷𝑚برای تانسور کرنش متوسط  

𝐽۱𝑚 = 𝐽۱ = 3𝜀𝑚 

𝐽2𝑚 =
۱
3
𝐽۱

2 = 3𝜀𝑚
2  

𝐽3𝑚 =
۱
27

𝐽۱
3 = 𝜀𝑚

3  

 داریم:   𝐷𝑑برای تانسور کرنش انحرافی  

𝐽۱𝑑 = 0 

𝐽2𝑑 = 𝐽2 −
۱
3
𝐽۱

2 = −
۱
۶
[(𝜆۱ − 𝜆2)

2 + (𝜆2 − 𝜆3)
2 + (𝜆3 − 𝜆۱)

2] 

= 𝜀۱̅۱𝜀2̅2 + 𝜀۱̅۱𝜀3̅3 + 𝜀2̅2𝜀3̅3 

𝐽3𝑑 =
۱
27

(2𝜆۱ − 𝜆2 − 𝜆3)(2𝜆2 − 𝜆3 − 𝜆۱) 

× (2𝜆3 − 𝜆۱ − 𝜆2) 

= (𝜆۱ − 𝜀𝑚)(𝜆2 − 𝜀𝑚)(𝜆3 − 𝜀𝑚) 

= 𝜀۱̿۱𝜀2̿2𝜀3̿3 

𝜀۱̿۱که در آن   = 𝜆۱ − 𝜀𝑚  ،𝜀2̿2 = 𝜆2 − 𝜀𝑚    و𝜀3̿3 = 𝜆3 − 𝜀𝑚  گر مقادیر اصلی  بیان𝜀۱̅۱    ،𝜀2̅2    و𝜀3̅3  

 است. 

 های اکتاهدرال یا هشت وجهی کرنش

𝑁۱ها از رابطه  ال آنم رنکه بردار  باشند یم  یاکتاهدرال، صفحات ییضاف صفحات
2 = 𝑁2

2 = 𝑁3
  ت یتبع 2۱/3

  ی با رابطه بالا نسبت به محورها  ییهارمالنبردار    یهشت صفحه اکتاهدرال دارا  ،تر. به عبارت روشنکنند یم

 : جهیش هستند. در نتکرن یاصل



𝜆𝑜𝑐𝑡 = 𝜀𝑜𝑐𝑡 =
𝜀۱۱ + 𝜀22 + 𝜀33

3
= 𝜀𝑚 =

𝜆۱ + 𝜆2 + 𝜆3

3
 

صفحات اکتاهدرال  میان    یحداکثر کرنش برش   ه، ابمش  ور . به طشودیم  دهیکرنش اکتاهدرال نام  𝜀𝑜𝑐𝑡که در آن  

 :رمال آنها برابر است بانو بردار 

Γ = 𝛾𝑜𝑐𝑡 =
2
3
√(𝜆۱ − 𝜆2)

2 + (𝜆۱ − 𝜆3)
2 + (𝜆2 − 𝜆3)

2 

 کند. یم  فایا  تهیسی پلاست  یهایدر تئور   یکرنش نقش مهم  نیا  .اکتاهدرال است  یکرنش برش   𝛾𝑜𝑐𝑡در آن    که

 شکل همگن  رییتغ ۱3-۱

  ک ی   ییمکان نها  ه ک   ب یترت  نیقرار خواهد گرفت. بد   ی مورد بررس   ، شکل  ریی از تغ  یبخش حالت خاص  ن یا  در

,𝜉۱)  ذره  𝜉2, 𝜉3 )آن )  ه یاز مکان اول یخط  یب یبه صورت ترک𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3.جهی نت در  ( است : 

𝜉۱ = 𝐶۱0 + (۱ + 𝐶۱۱)𝑥۱ + 𝐶۱2𝑥2 + 𝐶۱3𝑥3 

𝜉2 = 𝐶20 + 𝐶2۱𝑥۱ + (۱ + 𝐶22)𝑥2 + 𝐶23𝑥3 

𝜉3 = 𝐶30 + 𝐶3۱𝑥۱ + 𝐶32𝑥2 + (۱ + 𝐶33)𝑥3 

𝑢𝑖اند. با استفاده از رابطه بالا و  ضرایب دلخواه ثابت 𝑐𝑖𝑗که در آن   = 𝜉𝑖 − 𝑥𝑖   :خواهیم داشت 

𝑢۱ = 𝐶۱0 + 𝐶۱۱𝑥۱ + 𝐶۱2𝑥2 + 𝐶۱3𝑥3 

𝑢2 = 𝐶20 + 𝐶2۱𝑥۱ + 𝐶22𝑥2 + 𝐶23𝑥3 

𝑢3 = 𝐶30 + 𝐶3۱𝑥۱ + 𝐶32𝑥2 + 𝐶33𝑥3 

𝑥۱  ی ازا  به = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑢۱  می دار  ،0 = 𝐶۱0    ،𝑢2 = 𝐶20   و  𝑢3 = 𝐶30    .  لذا مقادیر ثابت𝐶۱0،  𝐶20  

در جسم    یکرنش  ب، یراض  نیکه ا  نی. به علاوه با توجه به اباشند یمختصات م  داًبم  ییر جابجاگانیب  𝐶30  و

نظر  صرف  بیضرا  نیتوان از ایم جهیجسم صلب در جسم خواهند بود. در نت  ییمعرف جابجا   ،کنند ینم  جادیا

 : یعنیکرد.  

𝑢۱ = 𝐶۱۱𝑥۱ + 𝐶۱2𝑥2 + 𝐶۱3𝑥3 

𝑢2 = 𝐶2۱𝑥۱ + 𝐶22𝑥2 + 𝐶23𝑥3 

𝑢3 = 𝐶3۱𝑥۱ + 𝐶32𝑥2 + 𝐶33𝑥3 

 و یا در شکل اندیسی 

𝑢𝛼 = 𝑐𝛼𝛽𝑥𝛽 

 دست آورد. صورت زیر به  به تانسور تنش را ی هامؤلفه توانیم ییجابجا یهااز مؤلفه یر یگبا مشتق



𝜀𝛼𝛽 =
۱
2
(𝑐𝛼𝛽 + 𝑐𝛽𝛼 + 𝑐𝜃𝛼𝑐𝜃𝛽) 

 و یا در شکل گسترده خواهیم داشت:  

𝜀۱۱ = 𝐶۱۱ +
۱
2
(𝑐۱۱

2 + 𝑐2۱
2 + 𝑐3۱

2 ) 

⋮ 

2𝜀۱2 = 𝐶2۱ + 𝐶۱2 + 𝐶۱۱𝐶۱2 + 𝐶2۱𝐶22 + 𝐶3۱𝐶32 

⋮ 

نتیجه   روشندر  عبارت  به  بود.  خواهند  ثابت  حالت  این  در  کرنش  تانسور  مؤلفه  درصورتیشش  که  تر، 

(𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3 ( توابعی خطی از )𝑥۱, 𝑥2, 𝑥3 باشد. این تغییر شکل با نام  ( باشند، کرنش در کل جسم ثابت می

 شود.  تانسور کرنش همگن شناخته میتغییرشکل همگن و یا 

 های هندسی ویژگی

توان به عدم تغییر تعدادی از  های هندسی خاص است. از این جمله می تغییرشکل همگن دارای برخی ویژگی

نواحی هندسی مانند خط مستقیم، صفحه مسطح و سطوح عمود برهم نام برد. به عنوان مثال معادله پارامتری  

 خط مستقیم به صورت زیر است. 

𝑥۱ = 𝑎۱ + 𝑏۱𝑡               𝑥2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑡           𝑥3 = 𝑎3 + 𝑏3𝑡     

 تبدیل خواهند شد. یعنی:   𝜉𝑖به   𝑥𝑖پارامتر است. در حین تغییر شکل   tضرایب ثابت و   𝑏𝑖و   𝑎𝑖که در آن  

𝜉۱ = 𝑥۱ + 𝑢۱               𝜉2 = 𝑥2 + 𝑢2              𝜉3 = 𝑥3 + 𝑢3 

 ( خواهیم داشت:  ۱۱7-۱در ) (  ۱۱۶- ۱( و )۱۱2-۱گذاری روابط )با جای

𝜉۱ = (۱ + 𝑐۱۱)𝑎۱ + 𝑐۱2𝑎2 + 𝑐۱3𝑎3 + [(۱ + 𝑐۱۱)𝑏۱ + 𝑐۱2𝑏2 + 𝑐۱3𝑏3]𝑡 

𝜉2 = ⋯ 

𝜉3 = ⋯ 

توان گفت که یک خط مستقیم،  یک خط مستقیم است. در نتیجه می  گر معادله پارامتری ( بیان۱۱۸-۱رابطه ) 

توان نتیجه گرفت که هر صفحه  مستقیم تبدیل خواهد شد. به علاوه میتحت تغییرشکل همگن به یک خط  

توان به کمک دو  شود. زیرا هر صفحه را میای مسطح تبدیل میمسطح نیز طی تغییرشکل همگن به صفحه

 خط مستقیم به دست آورد.  



شود که خطوط موازی به خطوط موازی، صفحات موازی به صفحات موازی و نیز هر  به طور مشابه ثابت می

شود که هر سطح کروی در حالت  السطوح تبدیل خواهد شد. به علاوه اثبات میالسطوح به یک متوازیمتوازی

 شود.  کلی و در طی تغییرشکل همگن به یک سطح بیضی گون تبدیل می

 کرنش خالص یا تغییر حجم

شکل همگن با نام کرنش خالص    ر ییحالت تغ  نیدر ا   . حالت کرنش خالص است  ، از حالات خاص مهم  یکی

  گر یبه عبارت د  .بمانند   یشکل، ثابت باق   ر ییتغ   ی که در ط  افت یمتعامد را    ییاگر بتوان محورها  شود یشناخته م

  ن یکرنش خالص است که ا ی شکل در صورت ر یی تغ نی. اشودینگاشته م 𝑋𝑖به   𝑥𝑖  شکل دستگاه ر ییتغ  یدر ط

 . خواهند بود  یاصل  یهمان دستگاه محورها  𝑋𝑖و    𝑥𝑖  یهادستگاهب  یترت  نیمنطبق باشند. بد   برهمدو دستگاه  

,𝑥۱)   برابر با  Pمختصات نقطه    ی دستگاه اصل  ن یدر ا 𝑥2, 𝑥3)   طه  قن   افته ی  ریی مختصات تغ  و𝒫   با   برابر  𝜉۱, 𝜉2, 𝜉3 

 باشند. در حین تغییرشکل همگن خواهیم داشت:  می

𝜉۱ = (۱ + 𝑐۱۱)𝑥۱ + 𝑐۱2𝑥2 + 𝑐۱3𝑥3 

𝜉2 = 𝑐2۱𝑥۱ + (۱ + 𝑐22)𝑥2 + 𝑐23𝑥3 

𝜉3 = 𝑐3۱𝑥۱ + 𝑐32𝑥2 + (۱ + 𝑐33)𝑥3 

,𝑐۱0)  صلب  جسم  یهاییدر آن جابجا  که 𝑐20, 𝑐30)  اگر نقطه    خالص،  کرنش  فیبا توجه به تعر  .اند شده  حذف

P  محور    ی رو𝑋۱    ،نقطهباشد   صفر بودن   لی به دل  جهینتت. در  قرار خواهد داش   𝑋۱  ی بر رو  هم𝒫    لزوماً 

(𝑥2, 𝑥3  )د یبا   (𝜉2, 𝜉3  )ن  صفربود ریبا توجه به غ  .صفر باشند   زین𝑥۱    باید ،𝑐2۱ = 𝑐3۱ = طور مشابه با  . به  0

  جه ی. در نتباشند یبرابر صفر م   زین  𝑐23و    𝑐۱2    ،𝑐۱3    ،𝑐32ضرایب    𝑋3و    𝑋2محور    یبر رو  یدر نظر گرفتن نقاط

 . شودیم ف یتعر ر یکرنش خالص به صورت ز شکل رییتغ ، یاصل یدر دستگاه محورها

𝜉۱ = (۱ + 𝑐۱۱)𝑥۱              𝜉2 = (۱ + 𝑐22)𝑥2          𝜉3 = (۱ + 𝑐33)𝑥3 

,𝑐۱۱) ثابت    مقادیر  𝑐22, 𝑐33  )یاصل  یمحورها   یر یگبا جهت  یخط  ی هاطول المان  ر ییتغ  زان یم  گران یدر واقع ب  

طول و    شیمثبت بودن آنها معرف افزا  .شوند یم   ختهشنا  ی حجم اصل  رییتغ  بیبا نام ضرا  بیضرا  نیا  .هستند 

 بود.   خواهد  کاهش طول المان  ریبودن آنها نظ ی منف

حجم ساده شناخته    رییبالا با نام تغ   بیحجم در صورت برابر بودن ضرا  رییتغ  ایشکل کرنش خالص    رییتغ  کی

  یخارج  کیدرواستاتیتحت فشار ه   زوتروپیم اسج  ک یبه    توانیحجم ساده م  رییاز تغ  ی به عنوان مثال  .شودیم

 اشاره کرد.  کنواختی

 . شودیم  انیب ری حجم ساده به صورت ز رییتغ ، یدستگاه مختصات کرو  در

𝑢 = 𝐶𝑟       𝑣 = 𝑤 = 0         𝑐۱۱ = 𝑐22 = 𝑐33 = 𝐶 



,𝜌) در   ییجابجا  یها مؤلفه  (u,v,w)در آن   که 𝜙, 𝜃)  یااستوانه در دستگاه مختصات  .باشند یم (𝑟, 𝜃, 𝑧)  

 باشد.یم ر یز به صورت  یمنشور  ری ت کی از کشش و فشار ساده در  یشکل ناش  رییتغ

𝑢 = 𝐶𝑟       𝑣 = 0        𝑤 = 𝐾𝑧          𝑐۱۱ = 𝑐22 = 𝐶          𝑐33 = 𝐾 

ماده با نام نسبت    یهای ژگیو  از   یکی  –  C/Kعلامت مختلف خواهند بود و نسبت    یدارا  Cو    K  حالت   نیا  در

 است.  3/۱  تا ۱/ ۴اکثر فلزات در محدود   ینسبت برا نیا .باشد یپواسن م

 کرنش و دوران کوچک  یتئور ۱۴-۱

ا بر کرنش و دوران  یتئور   ،بخش به طور مختصر  نیدر  انعطاف  ک یکوچک در    یهاحاکم    انیب  ریپذ جسم 

  ی ذکر خواهند شد. مقصود اصل  ی مهم و روابط کاربرد  جیتنها نتا  ،از اطاله کلام   یر یبه منظور جلوگ  .خواهد شد 

فرض علاوه بر   نیکوچک است. ا  یهاشکلرییبا فرض تغ ساده و  ی به روابط خط یابیدست  ،یتئور   نیا ه یاز ارا

از  با صرف  .باشد یم   تهیسیالاست  ک یدر مباحث کلاس   ی عیکاربرد وس   یدارا  ، یرخطیروابط غ  یسازساده نظر 

 دست خواهند آمد.به  ر یز یروابط کل ، هابودن کرنشدر حالت کوچک  یرخطیجملات غ

𝜀۱۱ = 𝑒۱۱ = 𝑢𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑢۱,۱ 

𝜀22 = 𝑒22 = 𝑣𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑢2,2 

𝜀33 = 𝑒33 = 𝑤𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 𝑢3,3 

2𝜀۱2 = 2𝑒۱2 = 𝑣𝑥 + 𝑢𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢2,۱ + 𝑢۱,2 

2𝜀۱3 = 2𝑒۱3 = 𝑤𝑥 + 𝑢𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑢3,۱ + 𝑢۱,3 

2𝜀23 = 2𝑒23 = 𝑤𝑦 + 𝑣𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 𝑢3,2 + 𝑢2,3 

 و یا در شکل اندیسی 

2𝜀𝛼𝛽 = (
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
+

𝜕𝑢𝛽

𝜕𝑥𝛼
) = 𝑢𝛼,𝛽 + 𝑢𝛽,𝛼 

کوچک بودن کرنش و دوران به طور همزمان است. به    ،کیشکل کوچک کلاس   ر ییتغ  یدر تئور   یاساس   فرض 

  ده یبه عنوان مثال پد   .ستیبا کوچک بودن دوران همراه ن  لزوماً  شهیها همکوچک بودن کرنش  گریعبارت د

کوچک    رغمیعل  لتحا  نیدر ا  .د یریآن به استوانه را در نظر بگ   لیو تبد   یورق نازک و بلند فلز  کیرول شدن  



ها شکل  ر ییفرض کوچک بودن تغ  جه ی در نت  .باشند یدوران بزرگ م   ر یمقاد  جهیو در نت  ییجابجا  ، هابودن کرنش

  ر پوت اجسام  ل یدر تحل ی تئور   ن یاستفاده از ا  ، یدر حالت کل   . نادرست خواهد بود (۱-۱2۴و استفاده از روابط )

ممکن است   ،نازکجدار  یهاسازه ل یدر تحل ی ورتئ  ن یبه کار بردن ا ، گری. از طرف دباشد یمناسب م م یو حج

 منجر شود. اد یز اریبس ی به خطاها

 جسم صلب  ییجابجا

. حالت  کند ی م  ان یجسم را ب  ک یحرکت انتقال    نیا  .است  q  یی ثابت بودن بردار جابجا  ،حالات  ین تراز ساده  یکی

در    .باشد یحالت حرکت جسم صلب در فضا م   نیتریکل   گر انیدو حالت ب  نیا  .ستادوران جسم صلب    ،گرید

م  نیا کل  کی که    م ینشان ده  م یخواهیبخش  نواره   ،جسم صلب  ی حرکت  م   ی خط  یبه صورت    ی هاولفهاز 

کرنش استفاده    یهااز شرط صفر بودن مؤلفه  ییجابجا  یهالفهؤاستخراج م  یبرا  .شودیم   انیدستگاه مختصات ب

 : ریمدا نتیجة  خواهد شد. در

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0         

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0          

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0  

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 0               

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0             

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0       

 : میارد (x,y,z)( نسبت به ۱-۱2۵از سه رابطه آخر ) ی ریگل یفرانسید با

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑧
= 0        

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑦
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0       

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0 

 :داشت م یخواه جه ی نت در

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑧
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑧𝜕𝑥
=

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 

𝑢/𝜕𝑥��روابط   جهیدر نت = 2𝑢/𝜕𝑦𝜕𝑧��و  0 =   یتابع یخط   برابر با حاصل جمع  uکه   دهند ی م   نشان  0

 . در نتیجه: استz از  یو تابع  yاز 

𝑢 = 𝑓۱(𝑦) + 𝑓2(𝑧) 

 و به طور مشابه 

𝑣 = 𝑓3(𝑥) + 𝑓۴(𝑧) 

𝑤 = 𝑓۵(𝑥) + 𝑓۶(𝑦) 

𝑤/𝜕𝑦��  استفاده از رابطه با + 𝜕𝑣/𝜕𝑧 =  خواهیم داشت:  0

𝑓۶
′ + 𝑓۴

′ = 0 



 : میحالت دار نی تری کلاست، در  zتابع   𝑓۴و   yاز تابع   𝑓۶است. از آنجا که   یری گنماد مشتق  م، یدر آن پر که 

𝑓۶
′(𝑦) = −𝑓۴

′(𝑧) = 𝑐۱   

 مقداری ثابت است. به طور مشابه داریم:   𝑐۱که در آن  

𝑓2
′(𝑧) = −𝑓۵

′(𝑥) = 𝑐2 

𝑓3
′(𝑥) = −𝑓۱

′(𝑦) = 𝑐3 

 خواهیم داشت:   (u,v,w)گذاری در روابط ( و جای۱32- ۱( و )۱3۱- ۱گیری از روابط )با انتگرال

𝑢 = 𝑎0 + 𝑐2𝑧 − 𝑐3𝑦 

𝑢 = 𝑏0 + 𝑐3𝑥 − 𝑐۱𝑧 

𝑢 = 𝑐0 + 𝑐۱𝑦 − 𝑐2𝑥 

 ( ,𝑎0که در آن  𝑏0, 𝑐0ث انتگرال(  )  .باشند ی م  یریگ وابت  کوچک    ییجاباج  یهاگر مؤلفهانی( ب۱- ۱33رابطه 

,𝑎0، ) رابطه  ن یلب است. در اصجسم   𝑏0, 𝑐0)  (معرف انتقال و )𝑐۱, 𝑐2, 𝑐3)  باشند یدوران جسم صلب م  ر ینظ . 

 

 شکل  رییجامع تغ لیتحل ۵-۱ مثال

 است. ری به صورت ز ریپذ جسم انعطاف کی  ییجابجا بردار

𝑢۱ = 𝐶(۱0𝑥۱ + 3𝑥2)           𝑢2 = 𝐶(3𝑥۱ + 2𝑥2)        𝑢3 = ۶𝐶𝑥3                (الف) 

باشد. در آغاز، قابل قبول بودن  یجسم م  نیشکل ا  ر یغیجامع ت  ل یتحل  ،ثابت است. هدف  یمقدار C در آن    که

دترم  ییجابجا بودن  مثبت  کنترل  ایم   یبررس   نیژاکوب   نان یبا  با    نانیدترم  نیشود.  برابر 

J=(1+6C)(1+11C)(1+C)  شرط مثبت بودن    یبا بررس   .است J،    گستره قابل قبولC  ۱−  به صورت <

𝐶 < 𝐶و   ۱/۶− >   ی هاو مؤلفه  𝜀𝑖𝑗کرنش   یهالفهؤ م  ان یم  روابط   . با استفاده ازد یآیدست م   ه ب  ۱/۱۱−

,𝑢۱)   یی بردار جابجا 𝑢2, 𝑢3) کرنش    انیبه روابط م  .محاسبه نمود  ری کرنش را به صورت ز  ی هاتوان مؤلفهی، م

 .ند ی گو یا معادلات هندس ی کینماتیبه طور خلاصه معادلات س  ،ییو جابجا

𝜀۱۱ = ۱0𝐶 + ۵۴.۵𝐶2         𝜀22 = 2𝐶 + ۶.۵𝐶2      𝜀33 = ۶𝐶 + ۱۸𝐶2  (ب)         

2𝜀۱2 = ۶𝐶 + 3۶𝐶2           2𝜀۱3 = 2𝜀23 = 0 



معادلات    ی از حالت کل  جه یشکل کوچک به کار برده نشده و در نت  ر ییفرض تغ  ،کرنش   ی هااستخراج مؤلفه  در

-مؤلفه  ، C<<1با فرض    𝐶2  یدارا   یهاو جمله  یخطرینظر از اثرات غاستفاده شده است. با صرف  کیماتنیس 

 : میحالت دار نیاشوند. در یزده م بیتقر 𝑒𝑖𝑗 با 𝜀𝑖𝑗  یاه

𝜀۱۱ ≈ 𝑒۱۱ = ۱0𝐶        𝜀22 ≈ 𝑒22 = 2𝐶        𝜀33 ≈ 𝑒33 = ۶𝐶                 ( ج) 

2𝜀۱2 ≈ ۶𝐶             2𝜀۱3 ≈ 𝑒۱3 = 0      2𝜀23 ≈ 𝑒23 = 0 

 برابر است با: e، کرنش حجمی  Cبه علاوه برای مقادیر کوچک  

𝑒 = 𝐽۱ + 2𝐽2 + ۴𝐽3 ≈ 𝐽۱ ≈ 𝑒۱۱ + 𝑒22 + 𝑒33 = ۱۸𝐶                              (د) 

𝜀𝑖𝑗آید. در این بخش از فرض  مقادیر اصلی کرنش نیز از حل دترمینان زیر به دست می  ≈ 𝑒𝑖𝑗    استفاده شده

 است. 

𝐹(𝐿) = |
۱0𝐶 − 𝐿 3𝐶 0

3𝐶 2𝐶 − 𝐿 0
0 0 ۶𝐶 − 𝐿

| =  (ه)                                        0

 باشند. با بسط دترمینان بالا، خواهیم داشت:  های اصلی میکرنش 𝐿𝑖که در آن مقادیر  

𝐹(𝐿) = (۶𝐶 − 𝐿)(𝐿2 − ۱2𝐶𝐿 + ۱۱𝐶2)                                                             (و) 

= (۶𝐶 − 𝐿)(𝐿 − ۱۱𝐶)(𝐿 − 𝐶) = 0 

 های این معادله عبارتند از:ریشه

𝐿۱ = 𝑒۱ ≈ 𝜀۱ = ۱۱𝐶        𝐿2 = 𝑒2 ≈ 𝜀2 = ۶𝐶     𝐿3 = 𝑒3 ≈ 𝜀3 = 𝐶                  (ز) 

𝐿۱کنیم. در این حالت برای  برای محاسبه جهات اصلی نظیر مقادیر اصلی، مطابق روش گفته شده عمل می =

𝜀۱ = ۱۱𝐶   :داریم 

(۱0𝐶 − ۱۱𝐶)𝑁۱ + 3𝐶𝑁2 = 0 

3𝐶𝑁۱ + (2𝐶 − ۱۱𝐶)𝑁2 =  (ح )                                                                           0

(۶𝐶 − ۱۱𝐶)𝑁3 = 0 

𝑁۱
2 + 𝑁2

2 + 𝑁3
2 = ۱ 

 


